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10. gyakorlat megoldasai
Teljes fliggvényvizsgalat

Az alabbi fiiggvényeken végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot:

— értelmezési tartomany,

— zérushely,

— paritas, periodicitas,

— hatarértékek (az értelmezési tartomany ,,széleinél”), aszimptotak,
— elso derivalt: monotonitas, lokalis szélsoértékek,

— masodik derivalt: konvexitas, inflexids pontok,

— grafikon vazolasa,

— értékkészlet.

(a) f(z) = 32* — 42® — 122% + 2,

= (£,

x?—3
2—x’

(c) fz) =

(d) f(x) =z — arctg z,

(e) f(x) = a®,

(f) f (=)

A megoldas soran az alabbi roviditéseket fogjuk hasznélni:

T 1ter

ET: értelmezési tartomany

EK: értékkészlet

n.é.: nincs értelmezve

i.p.: inflexiés pont

min: lokdlis minimum

max: lokalis maximum

Az itt rajzolt dbrak a fiiggvények grafikonjanak valos képét mutatjak, ehelyett
elegendo a kiszamolt adatoknak megfelel sematikus abrazolas.



(a) f(z) = 32* — 42® — 1222 + 2
ET: R

zérushely: ezt ennél a fliggvénynél nem vizsgaljuk

periédus: nincs (polinom, és igy a végtelenben végtelenbe tart, ami nem lehet egy periodikus fliggvénynél)

paritds: nincs (f(1) = —11 és f(—1) = —3, melyek se nem egyenldek, se nem ellentettek)

hatarértékek:

41
lim 3z* — 423 — 1222 + 2 = lim 32 (1— -

T—00 T—00 3x

: 4 3 2 : 4 41

lim 3z" —4z° — 122" +2= lim 32" |1—=-— —
T——00 T——00 3x

Ferde aszimptota lehetne, de

flx) i 3zt — 423 — 1222 + 2

4 2
2 Tgr) T

4 2
— + = +00

2
= lim 32® —42%2 — 122 + = = +©

a = lim
T—00 X T—00 X T—00 X
mutatja, hogy nincsen. Hasonléan a —oo-ben sincs.
fl(z) =3 42® —4-32% — 1222 = 122 — 1222 — 24z
f(z) =12-32% — 12 22 — 24 = 3622 — 242 — 24
1 7 1 7
Az els6 derivalt nullhelyei 0,2, —1. A mésodik derivalt nullhelyei 3 + %, legyen a = 3~ % ~ —0,55 és
1 V7
b=-+—~1,22
3 * 3
r<—1 -1 |-1<z<a| a |a<z<0]| 0 |0<z<b| b [b<z<2]| 2 2<
f — 0 + 0 — 0 +
mon. csok. | min. mon. no max. mon. csok. min. | mon. né
I + 0 - 0 +
konvex i.p. konkav i.p. konvex

A lokalis minimumok: f(—1) = =3 és f(2) = —30. A lokdlis maximum: f(0) = 2.

EK: [—30, 400).




z—1)2
o) 10 = (5:77)
ET: R\ {—1} (mert 22 +1 #0)
zérushely: z =1
periédus: nincs (egyetlen zérushely miatt)
paritéds: nincs (f(1) =0, de f(—1) #0)

hatarértékek:
2
o (N (o)
00 2z +1 = oo 2_|_% T4
2
| r—1\* | 1-1\" 1
z—1)2 %
im = lim = 400
T——3+ <2:r—|—1) a——14 (22 +1)?
2 9
z—1 Z
lim = lim 4 = 400
PO <2x+1) e—i- (22 +1)?
A fliggvénynek +oo-ben az y = % vizszintes aszimptotaja van, mig z = —%—ben fligglleges aszimptotdja van.
) = -1 20+1—(z-1)-2 _ 6(x—1)
2z +1 (2z + 1)2 (22 +1)3
() = 62z +1) —6(x—1)-32x+1)%-2  6(Q2z+1)—36(x—1) —24z+42
B (22 4 1)8 B (22 4+ 1)* 2z +1)4
< L 1 L <z <l 1 1<z < 7 ’ <
r<——= | —= | —=<u=x r<—| - —-<z
2 2 2 41 4 4
f! + n.é. - 0 +
mon. né | n.é. | mon. csok. | min. monoton né
" + n.é. + 0 -
konvex | n.é. konvex i.p. | konkav

Lokélis minimum: f(1) = 0.

EK: [0, 00).



ET: R\ {2}
zérushely: 22 —3= 0, azaz x = +/3.
periédus: nincs (pl. a zérushelyek miatt)

paritéds: nincs (pl. a zérushelyek miatt)

hatarértékek:
2 3
v —3 T — =
lim = lim 5 L = —0
z—+oo 2 — ac—)-l—oog—l
2 3
22 _ _3
lim = = = +00
r——00 2 — T——00 = —
. 22-3 _ 1
lim = lim = _
=24+ 2 — T z—=2+ 2 —x
.22 -3 _ 1
lim = lim = 400

z—=2— 2 —x z—2— 2 — 1

Az x = 2-ben fiiggdleges aszimptota van. Nézziik meg, hogy a végtelenben van-e ferde aszimptota:

z2-3 2 3
-3 1—
azlim@:hm%—mzlimx = lim — 2 _ 1
T—00 I N z—00 20 — X T 2 —
2 2 2 3
-3 -3+ 2z — 2r — 3 2-—2
b:limf(:r)fax:hmx o= lim 2 rer e — lim =~ = lim L =-2
T—00 =00 2 — 1o T—00 2—x z—o00 2 — 1 x—)oo%_
Tehat az aszimptota egyenlete a +oo-ben y = —z — 2. Hasonl6 szamolassal kapjuk, hogy a —oo-ben is ez az
aszimptota.
@) 202 —x) — (22 —=3)- (1) —2%+4x -3
€Tr) = =
(2—x)? (2 —x)?
(@) (—2z+4)-2—2)? - (22 +42-3)-22—2)-(-1) (-22+4)-(2—2)+2(—2%+ 4z - 3) 2
)= = _
2-a)! (2-x) (2-2)
Az els6 derivalt nullhelyei 1,3, mig a masodiknak nincs.
<1 1 l<x<2| 2 |2<2<3 3 3<z
f - 0 - n.é. + 0 -
mon. csok. | min. | mon. n6 | n.é. | mon. né | max. | mon. csok.
f + n.é. -
konvex n.é. konkav

A lokalis szélsbértékek: f(1) = —2, és f(3) = —6.
EK: (—o00, —6] U [-2, +00).




(d) f(z) =z —arctgz

ET: R

zérushely: x = 0-ban zérus a fliiggvény, mas nullhely nincs, mert latni fogjuk, hogy szigortian monoton né.
periédus: nincs (egy zérushely miatt)

paritds: paratlan, mert f(—z) = —z — arctg (—z) = —x — (—arctgxz) = — f(x) (az arctg fliggvény pératlan).

hatarértékek:

lim x — arctgx = 400 (mert az arctg fiiggvény korldtos)
T——+00

lim x — arctgx = —oo (mert az arctg fiiggvény korldtos)
T—r—00

aszimptotdk (ferde aszimptotdk lehetnek):

— t t
a = lim _f(x): lim T AT AICET _ lim 1_arch:1
T
b= lim f(z)—ax = lim z — arctgz — x = lim —arctge = ——
T—00 T—00 T—00 2
Tehat az aszimptota egyenlete a +o0o-ben y = x — g
— t t
o= tim T8 gy, TowCter oo actsr
r——00 I T——00 €T T——00 xz

b= lim f(z)—ax= lim z—arctgex —x = lim —arctgz = T
T——00 T——00 T——00 2

Tehdt az aszimptota egyenlete a —oo-ben y =z + 7.

1 a2
"y=1— —— = ——
@) 1422 1+a2
F(z) = 22(1 + 2?) — 2222 _
(1+22)? (1422)?
x <0 0 0<zx
f! + 0 +
monoton n6 | - monoton né
f// _ O _|_
konkav i.p. konvex

Bar az els6 derivalt 0 a 0-ban, nincs lokélis széls6érték, a fiiggvény végig szigoriian monoton né.
EK: R.




Inz)® 1
ET: (0, +00)
zérushely: nincs, mert mindeniitt pozitiv
periédus: nincs

paritds: nem lehet, mert a fiiggvény csak a pozitiv szdmokon van értelmezve

hatarértékek:
lim 2% = lim e*™% = ¢% = 1, mert
z—0+ z—0+
. . Inz . 1 . , . .
lim zlnz = lim —— ~ lim —%- = lim —z = 0 (L’Hospital-szably)
z—0+ z—0+ z z—0+ -2 z—0+
lim 2% = 400
r—+00
fgy a +oo-ben lehetne ferde aszimptota, de
. x N : _
a= lim L): lim =— = lim 2! = 400

miatt nincsen.

1
f(z) = o <1nm + x;) =eM(ng 4+ 1)

1
f”($) _ exlnx(lnm+ 1)2 +eac1nm_
x

Az elsé derivalt Inx + 1 = 0 esetén nulla, azaz z = % a nullhely. A mésodik derivéalt a pozitiv szdmokon

pozitiv.

1 1 1
O<zx<-— - -<x
e e e
f! — 0 +
mon. ¢sOk. | min. | mon. nd
f/l +
konvex

A lokdlis minimum értéke: f (1) = e™¢ ~ 0,692

EK: (6_%,4-00).
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eil‘

0) f@) =1
ET: R (1+¢* > 0).

zérushely: nincs (e* # 0)

periédus: nincs

paritds: nincs

hatarértékek:
xr
lim = lim +——=1
z—+o00 1 + €% z—+00 = +1
X
0
lim — = — = 0, mert lim e* =0
z——o00 | + e* 1+0 T——00

Tehat a fiiggvénynek vizszintes aszimptotai vannak: a +oco-ben az y = 1 egyenes, mig a —oco-ben az y = 0
egyenes.

;o ef(1+e")—e”-e” et
T == ey — ~dtep
F(z) = e (1+e")? —e” 2(1+e%)e”  e*(1+e") —e” 2"  e"(1—e)
B (1+er)4 N (1+e7)3 (1 +ex)3
<0 ] 0| 0<z
f +
monoton né
f// + O _
konvex | i.p. | konkév
EK: (0,1).




