F1.

M1.

9. gyakorlat megoldasai

Konvexitas, aszimptotak és L’Hospital-szabaly

Adjuk meg azokat az intervallumokat, amelyeken az f fliggvény konvex, illetve
konkav. Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?
(a) f(x)=22® 2122+ 362 (r € R),
3

(b) fl@)=—— (zeR\{1}).

Ha a fliggvény masodik derivaltja pozitiv, akkor a fiiggvény konvex, ha negativ,
akkor konkav. Ahol a masodik derivalt eldjelet valt (és igy 0), ott van inflexiés
pont.

(a) A fiiggvény derivaltjai:

f(z) = 62* — 422 + 36,
f(z) = 120 — 42.

A maésodik derivalt x = % = % esetén 0, ennél kisebb z-ekre negativ, nagyob-
bakra pozitiv. Igy a fiiggvény a (—oo, 1) intervallumban konkdv, a (%, +o0)

intervallumban konvex, és az x = % inflexios pont.

(b) Elészor kiszamitjuk a derivéltakat:

3x*(x —1)—a® 1  3a® -3z —2®  22° —3a®

f'(x) =

(z —1)? (z —1)2 (x—1)*"
() = (62% — 6x)(z — 1)? — (22° — 32?) - 2(x — 1) _ (62% — 6z)(x — 1) — (223 — 32?%) - 2 _
(z — 1)1 (z —1)3
_ 62® — 62 — 62° + 62 — 42® + 62 22° — 627 4+ 60 2x(2® — 3w+ 3)
(x —1)° (z —1)? (x = 1)

Az 2% — 3z + 3 = 0 egyenletnek nincs valds megolddsa (mivel a diszkrimans ne-
gativ), igy ez a masodfoku polinom mindeniitt pozitiv (f6egylitthaté pozitiv).
Ez alapjan:
‘ x <0 ‘x:0‘0<m<l‘x:1‘ l<ax
1 + 0 - n.é. +
f | konvex | 1i.p. konkav n.é. | konvex

Tehat a fiiggvény a (—oo,0) intervallumban konvex, a (0, 1) intervallumban
konkav, és az (1,+00) intervallumban megint konvex. Az x = 0 az egyetlen
inflexios pont.
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Van-e az f fiiggvénynek aszimptotdja (400)-ben, illetve (—oo)-ben? Ha igen,
akkor hatarozzuk meg:

() fla)= "t

(z € R\ {0}),
(b) f(z)=2°—2*—-22 (z€R),

222 — 3z +1
(©) fla)= 57—

(d) flz)=Vi2+3z+1 (z€R).

(z € R),

Ha a fliggvénynek a végtelenben véges a hatarértéke, akkor vizszintes aszimp-
totdja van, mig ha a hatdrérték végtelen, akkor ferde aszimptotdja lehet (de
nem biztos, hogy van). A ferde aszimptota y = ax + b egyenletében szereplé a
és b értékét a kovetkezo hatarértékek segitségvel szamolhatjuk ki:

a = lim _f(x)’
r—00 I
b= xh_)r&(f(ac) —ax).
z*+9 9
(a) Mivel lim f(x) = lim = lim z + — = o0, igy lehet ferde aszimp-
T—»00 T—>00 X T—>00 xr
tota:
249 2
= 9 9
o= tim IO gy S T 2oy
=00 I r—00 T r—o00 X T—00 €T
2+9 24+9— g2 9
b= lim (f(z) —ax) = lim <x+ —x)zlimx—i_—x:hm—zo.
T—00 T—00 T—00 X T—00 I

fgy a +oo-ben a ferde aszimptota egyenlete: y = 1o + 0, azaz y = x.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy ugyanez az aszimptota egyenlete a —oo-ben.

1 2
(b) Mivel xlg{)lo f(z) = lim 2® — 2* — 2z = lim 2° <1 - —— —) = o0, gy

T—00 T—00 i x2
lehetne ferde aszimptota, de

3 _ 2_2 1 9
a:hmM:limu:hme—x—Q: limx2(1————):oo

r—oo I T—00 €T T—00 T—00 T 2

miatt nincs ferde aszimptota a (+00)-ben.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy a (—oo)-ben sincsen.



(c) A fiiggvény hatarértéke:

lim f(z) = lim ————— = lim

34 1
T + z?
x

igy ebben az esetben vizszintes aszimptota van, az y = 2 egyenes.
Hasonl6 szamoldssal kapjuk, hogy lim f(z) =2, igy a (—oo)-ben is az y = 2
Tr—r—00

egyenes az aszimptota.

(d) Mivel lim f(z) = +oo, igy itt is ferde aszimptotat keresiink:
T—r00

Var? +3 1 3 1
a:lim@:hm st = lim 4+——|——2:\/ZI:2,
r—00 I T—00 xT T—00 X T
b= lim (f(z) — ax) = lim (\/4x2—|—3x—|— —2x> =
Tr—00 T—r00

= l1m =
Va2 + 3z +1+2x w20 422 + 32+ 1+ 22
3z + 1 . 3+1 3 3

= lim -

lim = = =
mo00 Ag2 4+ 3 + 142 e frys 19 VA42 4

T—00

42 142 42 1 — (22)2
B lim< R ——) _2$> VAax2 4+ 3z + 14+ 2z . x4+ 3x + (2x) B

igy a ferde aszimptota egyenlete: y = 2z + 2 a (4-00)-ben.

A (—o00)-ben hasonléan szamolhatunk, am vigydzni kell ekkor, hogy az = ne-
gativ, ezért a szamoldsban bizonyos el¢jelek megfordulnak, igy az aszimptotara
az Yy = —2x — % egyenletet kapjuk.

F3. A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket.
Azt is allapitsuk meg, hogy milyen tipusu ,kritikus” hatarértékrol van szo.

(a) Tim sin(2x — 4)
w2 tg(r —2)
1
(b) lim )
z—00 3T
tgxr —x

c) lim =——
(c) xli%a:—sinx’

1 1
(d) lim (— - > :
z—0 \ x et —1

M3. (a) Mivel lin% sin(2x —4) = lir% tg(x —2) = 0, igy alkalmazhatjuk a L’Hospital-
r—r T—r
szabalyt:

in(2z —4))
lim (sin(22 ),) = lim T =

z—2 (tg(m — 2)) T—2 =2

(cos(2x —4))-2 2
1

cos?(z—2)



sin(2x — 4)

Ez azt jelenti, hogy 0161_% m =2
(b) Most lim In(z) = lim 3z = oo, ebben az esetben is alkalmazhatjuk a
X T—00
L’Hospital-szabalyt:
In(z))’ . 1
i BE) o 2
Z—00 (3x)/ z—00 3 z—00 3T
1
igy lim n(x) =0.
z—00 3T

(c) Itt lin(l)(tgx — 1) = hII(l)(:L‘ —sinz) = 0, tehat L’Hospital-hatunk:
T— T—

1
. tgxr —x) ) — — 1
lim —( : ) = lim ©&~—
=0 (r —sinx)’ 2201 —cosx

azonban ez is ,,%” alaku, igy ismét alkalmazzuk a LL’Hospital-szabalyt:
1 ! _ .
—1 -9 3(__
lim M = lim (cosz) , (Csinz) = lim 2(cos z)* = 2.
z—0 (1 — COS x)’ z—0 —(— sin x) z—0
, .. tgx—=x
Tehat lim —— = 2.

e—0 x — sinx
(d) Mivel itt nem egy tort hatérértékét kell kiszémolnunk, ezért el6bb kézos
nevezdre hozassal tortté alakitjuk a kifejezést:

lm(l_ 1 ):hmi;izf

z—0 \ I et —1

Mivel ekkor a szamlalo és a nevezo is 0-hoz tart, igy alkalmazhatjuk a L’Hospital-
szabalyt:
T 1 _ / T __ 1
T Gl k) A
=0 (z(e* — 1))  a=0e® — 14 ze®

ami még mindig ,,g” alaku, igy ismét alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:
r—1Yy m 1 1
lim (c ) = lim ¢ —

x—>0(ez—1+xef’3)/ z—>0€x—|—(em+xef’3):1+1:2'

1 1 1
Tehat 1i - — = —.
eaxlgcl)(x ex—1> 2




