Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H —  Vizsga gyakorlé feladatsor — F
Kiadva: 2016. majus 22.

ELMELETI RESZ: Lésd a kiadott elméleti kérdéssort.
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4.) Milyen p > 0 paraméter-értékekre lesz konvergens a Z
n=2
5. a) Fejtsiikk Fourier-sorba a ®(z) := |sin x| fiiggvényt!
b.) Allapitsuk meg, hol és hova konvergens a fiiggvény Fourier-sora!
c.) Behelyettesitve az x = 7/2 helyen, adjunk végtelen sor el6éllitast a 7 értékének
meghatarozasara.
d.) Mondjunk olyan kiiszobszamot, amelyet elérve a tagok 6sszeaddséval ebben a sorban,
7 értékére mar legaldbb 3 tizedesre j6 kozelitést kapunk!
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6.) Hany megolddsa van az yC' = 0 egyenletnek, ha C':= |1 3 -1 1 1|7
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7.) Az A € R métrix sajétértékei 1,1/2,1/3,1/4, amelyekhez rendre a
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sajatvektorok tartoznak. Adja meg az A~! métrixot!

8.) Az f(z,y) =z = z(z,y) figgvényt az x cosy + ycosz + zcosz = 1 fliggvényegyenlet
impliciten hatdrozza meg. Szamitsa ki az f fliggvény gradiensét a P(0, 1) pontban!

9.)  Vizsgélja meg, hogy a k(z,y) := e"(x + y) — 2z — y fiiggvénynek hol vannak
szélsGértékei!

10.) Teljes differencial-e az (z2 + cosy) dz + (22 — xsiny) dy + 2zydz differencial?

11.) Konvergens-e a D := {(z,y) € R? : 2% +y? < 1} egységkorben a (0-ban nem
korldtos integrandussal felirt) [[,log(z? 4+ y?)dady improprius integrdl? Bizonyitsa be, ha
nem, vagy szamitsa ki, ha igen!

12.) Egy talpas pohdr kelyhe a z = 2 parabola elforgatdsaval keletkez6 forgéasi pa-
raboloid alakjat mutatja. A pohdrban 4 cm magassagig 1 siirliségii viz, afelett pedig 9 cm
magassigig a slirliségli ismeretlen folyadék van. Mennyi az ismeretlen folyadék o stirtisége,
ha a teljes folyadékmennyiség silypontja éppen a kétféle folyadék hatardn van?
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Matematika A2H — Gyakorlé feladatok megoldasai — F
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4.) Milyen p > 0 paraméter-értékekre lesz konvergens a Z g\ﬁﬁp)
n

n=2
Megoldds: A hatérérték-teszttel (vagy mds néven specidlis &sszehasonlité kritériummal)

numerikus sor?

dolgozunk: 6sszehasonlitjuk a sorunk a, elemeit és a b, := n P"1/2 sorozatot, amelyre
limy, 00 G /by, = limy, 00 tg:ﬂ;p) thw
A kritérium értelmében ezért a két pozitiv tagi sor — az eredeti és a ) nP=1/2 gor —
egyszerre lesz konvergens ill. divergens.
Ez utobbi sor viszont éppen a p-harmonikus sor, csak a paraméter értéke van eltolva
1/2-del: ezért pontosan akkor konvergens, ha p + 1/2 > 1, aza p > 1/2, és divergens, ha
p<1/2.

= lim,_,o =tg'(z)|z=0 = 1, ami véges és nem nulla.

5. a) Fejtsiik Fourier-sorba a ®(x) := |sin z| fliggvényt!

b.) Allapitsuk meg, hol és hova konvergens a fiiggvény Fourier-sora!

c.) Behelyettesitve az x = /2 helyen, adjunk végtelen sor eléallitast a m értékének
meghatarozasara.

d.) Mondjunk olyan kiiszobszamot, amelyet elérve a tagok 6sszeaddsdval ebben a sorban,
7 értékére mar legaldbb 3 tizedesre jé kozelitést kapunk!

Megoldas: a.) A fliggvény paros, ezért tiszta cos sor lesz. Rdaddsul a fv. periodikus 7-vel
is, igy Fourier-soraban csak paros multiplicitast tagok szerepelhetnek, ami akar a szdmolds
soran is lathaté lesz: nyilvan ag = % fow sinx dx = 2/7, és a, = %fgr sinxcosnrdr. Han =1,
akkor tehdt a; = 2 Jo sin2z dx = 0, és han > 1, akkor a 2sin a cos 8 = sin(a+ ) —sin(a—f3)

azonossagot alkalmazva a, = 1 [ sin(n+ 1)z —sin(n—1)z dz = 1[— Cosgfll)z + Cosgfll)z]g =
(=)t -1t - T}rl] = 7r(n+471)’ ha n = 2k péaros, és 0, ha n paratlan.

Osszefoglalva tehét ® Fourier-sora 2 _ AN o cos(2kz) alaka.

b.) Esetiinkben ® szakaszonként folytonosan differencidlhato, és folytonos is. Az eléadason
tanult tétel szerint igy a Fourier-sor minden pontban konvergens ®-hez. Az O(1/n?)-es ma-
jorizélas miatt a Fourier-sor egyébként normalisan, igy abszolit és egyenletesen is konvergél.

00 ’ (o ¢] — k
¢) ®(m/2) =1=2 -2 55| s cos(2km/2), fgy ™= 2= Y30, g

d.) A sor Leibniz tipusu, ezért elegendé addig a k-ig elmenjiink, hogy m <eg:=

0,0005, azaz (k+1)2—1/4 > 2000: ehhez kg > /2000 elegendé. Az pl. konnyen lathat6, hogy
ko = 50 mar j6, mert 50% > 2000 (az élesebb ko = 44 is latszik, mert 452 = 8100/4 > 2000).

06 3 5 2
4 0 4 0 -1
6.) Hény megolddsa van az yC = 0 egyenletnek, ha C':= |1 3 -1 1 117
20 4 0 3
20 -2 -2 1
Megoldas: Ez csak a matrix szingularitasatol fligg: ha C' nem-szingularis, akkor a meg-
oldas egyértelmii (csak a 0 vektor), ha szinguléris, akkor viszont végtelen sok megoldds van.



(Vegyiik észre, hogy az egyenlet ekvivalens a szokdsosabb alakban felirhaté transzponéltjaval:
CTyT = 07 — azonban C szingularitdsa szempontjabdl ez ekvivalens kérdés.)

A szingularitas viszont a determinans eltiinésével ekvivalens, igy elegendd azt megnézni,
hogy a determinédns nulla lesz-e. Ehhez ekvivalens sor- és oszlopmiiveleteket egyarant végezhetiink,
igy konnyen kinullazhatunk sorokat és oszlopokat:

3 2 —2

0 6 5 0 3
2 5 3 0
40 4 0 -1 40 4 0 -1
—2 - 2
o=l 3 11 1T 3 01 ~ly 0 3151+<_3/)54
20 4 0 3| ~ |20 4 o 3| |5 o O =
20 -2 -2 1 2 0 -2 -2 1
12 0 32
12 32 12 3 12 3
zgj 8 _31~44—1:144—253_251%44—2:0
s o oy 1| 243 24 6 00 0

A determindns 0, a C' méatrix szinguléris, az egyenletnek oo sok megoldédsa van.

7.) Az A € RY métrix sajatértékei 1,1/2,1/3,1/4, amelyekhez rendre a
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sajatvektorok tartoznak. Adja meg az A~! métrixot!

Megoldés. Az A~! matrix sajatértékei az A matrix sajatértékeinek reciprokai, nevezetesen
az 1,2,3,4 szamok, mig az A és A~ matrixok sajatvektorai megegyeznek. Az A~! matrix
sajatvektoraibél mint oszlopokbdl képzett matrixot Q-val jeldlve, és D-vel jelélve az A~!
matrix ezen sajatvektorok szerinti diagonalizaltjanak diagondlis matrixat — amelyben tehat
a féatloban az 1,1/2,1/3,1/4 sajatértékek szerepelnek — az A métrix inverze a D = Q1 AQ
spektrélfelbontds alapjin D™' = Q7 'A7'Q, A~! = QD 'Q~! alakban hatdrozhaté meg,
amihez természetesen a Q! métrixot ki kellett szdmolni Gauss-Jordan eliminaciéval: :)

12 -1 0 | 1000 12 -1 0 [ 1000

001 0 1 | 0100[S+25% |0 1 0 1 [ 010 0fSyeSs(-1) 5
010 0 0010 & |01 0 0 [0010 S
(2 003 -1 ][00 0 1] 0 4 1 -1 2001

1 -2 1 0 | =1 0 0 0 101 0 | -10 2 0

001 0 0 | 0 010 g a2 l010 0 [ 00 1 085
01 0 1 | 0 100 & 000 1 | 0 1 -10 =
0 4 1 -1 ] 2 00 1] 001 -1 | 2 0 —4 1
101 0 | =10 2 0 1000 ] -3 -1 7 -1
010 0 | 00 1 0S+S,%~-8[0100] 0 0 1 0
001 -1 | 2 0 —4 1 T 00101 2 1 -5 1
000 1 [ 0 1 —1 0 0001] 0 1 -1 0




Innen tehat
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-1 2 -1 07t 00 0][-12 -1 0
g0 1o 1jjo2o00[]0 1 0 1| _
01 0 O0f[0030[|]0 1 0 0
(2 0 3 —1]|0 00 4|2 0 3 -1
~1 2 -1 01t 0003 -1 7 -1 —3 -2 12 -2
o 1 0 1flo2o00/l0 0 1 of |0 4 —2 o0
“lo 1 0 ofloo3oll2 1 -5 1| |o 0o 2 o0
2 0 3 —1]0 00 4 |0 1 =1 0 12 3 —271 7

8.) Az f(z,y) = z = z(x,y) figgvényt az x cosy + y cos z + z cosx = 1 fliggvényegyenlet
impliciten hatdrozza meg. Szamitsa ki az f fliggvény gradiensét a P(0, 1) pontban!

Megoldds: Tanult tétel szerint ha F(z1,...,2,,2) = ¢ (konstans) a z = f(z1,...,2,)
of OF

helyeken, akkor f parcidlis derivéltjait a — = — Zif formula adja meg minden olyan helyen,
Zj o

ahol a nevez6 nem nulla.
4 - Of _ _ cosy—zsinxz __ zsinx—cosy 4, Of _  —xsinydcosz __ xsiny—cosz
Ezért esetiinkben ox coszx—ysinz ~  cosx—ysinz oy cosz—ysinz ~ cosx—ysinz
mindenhol, ahol cosz — ysin z # 0. Szerencsére a P pontban ez a nevezd nem tiinik el, mert

cos0 — 1sinz = 1 —sinz, és z # 7/2 + 2km, mert akkor cosz = 0 és a fiiggvényegyenletbdl
0cos1+ 1cos(m/2 + 2km) + (7/2 + 2km) cos0 = 7/2 + 2kw # 1 volna.

Tovabbi gondolkozéssal az is kiszdmolhat6, hogy a P(0,1) ponthoz csak az egyetlen
f(P) = z = 0 érték tartozhat, mivel a Ocos1 + 1cosz + zcos0 = 1 egyenletnek — azaz a
z 4 cos z = 1 egyenletnek — az egyetlen gyoke a z = 0: ugyanis z + cos z — 1 szigorian mono-
ton nové figgvény (a derivaltja 1 — sinz > 0, és egyetlen intervallumon sem azonosan nulla
— A1 anyag!), és a 0-ban nyilvanvaléan 0, tehét més gyoke ezért nincs.

fgy a P pontban hasznalhatjuk a kapott formulat, és ezért ‘3%(0, 1) = mso(]_—c%lno = —cosl

és g—fyc((), 1) = Qsinlocos0 _ 7 A gradiens vektor tehat Vf(0,1) = (—cos1, —1).

cos0—1sin0 —

9.)  Vizsgélja meg, hogy a k(z,y) := e"(x + y) — 2z — y fiiggvénynek hol vannak
szélsGértékei!

Megoldas: Mivel k € C%(R?), el6szor is kritikus pontokat keresiink. Vk(z,y) = (e®(z +
y)+e* —2,e" —1),és Vk(z,y) =0=¢e"—1=0azazx =0és e (z+y)+e"—2=0=
y+1—-2=0=y =1, tehat az egyetlen kritikus pont az a := (0,1) pont.

A fiiggvény itteni viselkedésének eldontéséhez kiszamithatjuk a H(a) = D k(a) méasodik
derivaltat vagy Hesse-métrixot: altaldban erre

9%k 9%k e® 0 1 0

G ef(x+y+2) € r+y+2 1
e =[5 5]-| |eforee )]
dxy  9y?

i’ (1)] A sajatértékei a Pg(\) =

(3—=X)(=A) —1 = A2 =3\ — 1 = 0 karakterisztikus egyenlet gydkei, amelyek a A\jo =
3/2+./9/4+ 1 =3/24/13/2 szamok; a masodfoku egyenlet (A — A;)(A — A2) alkjabdl is jél
lathatéan a gyokok szorzata — ami egyébként pontosan a det H determinans — negativ.

és a kérdéses a = (0,1) pontban igy specidlisan H = {



Azt talaljuk tehat, hogy a masodik derivalt indefinit, igy nincsen a fliggvénynek széls6értéke,
hanem nyeregpontja van.

10.) Teljes differencidl-e az (22 + cosy) dx + (22 — xsiny) dy + 2zydz differencial?

Megoldas: Ehhez azt kell ellenérizni, hogy a a feltételezett potencidlfiiggvényre (”primitiv
fiiggvényre”, aminek az adott kifejezés a differencidlja lehetne) teljesiilnek-e a Young-tétel
feltételei, azaz a keresztbe vett parcialis derivaltakra azonossagot tapasztalunk-e?

Tehét legyen U(z,y, 2) := 22 + cosy, V(z,y, 2) := 2% — xsiny, W(zx,y, 2) := 2zy — ekkor
az a kérdés, hogy az U, =V, UL = Wy, V; = W/ azonossagok teljesiilnek-e?

Ezeket kiszdmolva: Uy = —siny, V; = —siny, U, =0, W, = 0, é V] = 22, W = 2z,
tehat a Young-tételnek megfelel6 azonossdgok teljestilnek, és igy az Udx+V dy+ W dz kifejezés
teljes differencidl.

Egyébként a potencidlfiiggvényt is meg lehet hatdrozni a feltételezett Fy, = U, F,, = V, F. =
W formulédkbdl: F = %x?’ +xcosy+ Ay, 2) = 22y +xcosy + B(z, 2) = 2%y + C(z,y), igy pl.
az elsd kettEbdl %a:?’ + A(y, z) — 2%y = B(z, z), ami tehat nem fiigghet y-t6l, ezért A(y, z) — 2%y
sem fiigghet y-t6l, azaz akkor csak z-tdl fiigghet, és a(z) = A(y, z)—2%y, A(y, z) = 2®y+a(z); a
masodik és a harmadik egyenletbdl pedig hasonléan x cos y+ B(x, z) = C(z,y) nem fligg z-t6l,
ezért B(xw,z) = b(z); és ezekbl F(z,y, 2) = 234z cosy+22y+a(z) = 22y+z cosy+b(z), igy
b(z) = 12 + a(z), tehdt a(z) = c konstans és b(z) = +a3 + ¢: végiil tehdt F(z,y,2) = 12° +
x cos y+ 22y +c (amit parcidlisan derivalva vissza is kapjuk az eléirt VEF = (U, V, W) gradiens
vektort). A potenciélfiiggvénynek a megkeresése azonban nem része a feladat kitiizésének.

11.) Konvergens-e a D := {(z,y) € R? : 2% + y? < 1} egységkorben a (0-ban nem
korldtos integrandussal felirt) [[,log(z? 4+ y?)dady improprius integrdl? Bizonyitsa be, ha
nem, vagy szamitsa ki, ha igen!

Megoldas: Az improprius integral csak az O-ban valik végtelenné, ezért definicié sze-
rint [ [ log(a? + y?)dady = lims_,o [ fD\ splog(a? + y?)dady. Az utdébbi gylirl alaki halma-
zon bevezetve a polarkoordinatdkat, a szokésos (x,y) = T(r,¢) = (rcosg,rsiny) attérési

leképezéssel ez a halmaz az E := [, 1] x [0, 27] ”poldr-koordinétés téglanak” felel meg, igy az
ismert Jp(r, ) = r poldr-attéréses Jacobi-determindns értékét felhasznalva | fD\ splog(z? +
yA)dedy = [[,log(r?)rdrde = 27Tf51 2rlogr dr = 2m[r’logr — 3r?)} = —27(1 — 62 +

26%logd) — —2m (6 — 0). Tehat a limesz, és igy az improprius integrél is létezik, és
[[plog(z?* + y*)dudy = —27.

12.) Egy talpas pohdr kelyhe a z = 2 parabola elforgatésaval keletkez6 forgdsi pa-
raboloid alakjdt mutatja. A poharban 4 cm magassagig 1 silirliségii viz, afelett pedig 9 cm
magassagig « slirliségii ismeretlen folyadék van. Mennyi az ismeretlen folyadék o stirtisége,
ha a teljes folyadékmennyiség silypontja éppen a kétféle folyadék hatdran van?

Megoldas: Jeldlje a pohér folyadékkal toltétt belsejét P: ekkor a pohar fala a z = x? +
y?, (0 < 2z <9 & |(z,y)] < 3) egyenletekkel frhaté le, fgy konnyen lathaté, hogy P =
{(z,y,2) eR® : (09)|(z,y)] = Va2 +y2 <3, 2® +y° < 2 <9}

A forgdsszimmetria miatt a silypont (témegkdézéppont) a z tengelyen helyezkedik el,

mégpedig a z = A;\Ij”[y magassagban, ahol M a teljes P-ben elhelyezkedd folyadékmennyiség
tomege, M, pedig az xy sikra gyakorolt statikai nyomatéka. Tehdt azt az egyenletet kell meg-
oldjuk, hogy z = 4, amihez az ismeretlen a paraméterrel ki kell szamitsuk az M Ossztomeget

és az My, statikai nyomatékot.



Vegylik észre, hogy, bar neheziti a dolgunkat, hogy valtozd siirtiségii anyaggal van dolgunk,
azért a surlségfiiggvény igen egyszerti alakd, hiszen csak a magassagtol fligg, és konkrétan
1 ha0<z<4
« had<2<9

A feladatot direkt integralassal is meg lehet oldani, de talan elegdnsabb és igy konnyebb
az (r,¢,h) hengerkoordinatédkra &ttérve dolgozni. Valéban, ha H(r,¢,h) = (z,y,z) =
(rcos g, rsing, h) az attérési transzforméacio, akkor Q := H-Y(P) = {(r,p,h) : 0 <1 <
3,0<p<2mr?<h<9}={(r,o,h) : 0<h<90<p<21,0<7r< \/E} egyszeril alakd,
raadasul a slirtiségfiiggvény is ugyanolyan egyszerti marad, hiszen p(H (r, ¢, h)) = po(h).

A kiszdmitandé mennyiségek tehat hengerkoordinatakra dttérve (és ekozben felhasznélva,
hogy az attérés Jacobi-determinansa a jol ismert Jg(r, ¢, h) = r érték), majd Fubini tételének
alkalmazasaval szukcessziv integralasra atalakitva:

M= plz,y, 2) dedydz = po(h)r drdpdh = T \/Epo(h)r dr dp dh
P Q 0 0 0

es

9 pr2r pVh
My = /// zp(z,y, z)drdydz = /// hpo(h)r drdedh :/ / / hpo(h)r dr dy dh.
P Q o Jo Jo

A belsé dr és dp szerinti integrdlok konnyen kiszamithatéak, mert sem h, sem po(h) nem
fiiggenek ezektdl a valtozoktdl (csak az r Jacobi-determinans értékét kell integralni, ami ¢-
ben szintén konstans, de r-ben is igen egyszerti), igy tehat

9 9 4 9
M= zﬂ/ po(R)r2/2)Y" dh — w/ po(h)hdh = 7 (/ hdh +/ ahdh) - (8 + a625>
0 0 0 4

és hasonléan szamolva

9 9 4 9 4
M,, = 27r/ hpo(h)[r2 /21y dh = 77/ po(h)h*dh == (/ h%dh +/ ozh2dh> =7 <6;)) + a625> ,
0 0 0 4

igy irhaté fel: p(x,y,z) = po(z) =

amibol
My, m(%+a®2) 128 + 13300
z = = =
M 7r(8—|—a%) 48 4+ 195c

Behelyettesitve a kitlizés szerinti Z = 4 értéket és megoldva az egyenletet, o = % ~ 0,116
adodik.
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Kiadva: 2016. méajus 22.

ELMELETI RESZ: Lasd a kiadott elméleti kérdéssort.

2. 27(y/n — log?n)
nl(n —+/n)
5.) Fejtse hatvanysorbaa C(x) := fox t cos(t3/2)dt fiiggvényt! Talaljon olyan N kiiszobszamot,

ameddig kiszdmolva a C-re felirt hatvanysor osszegét, a kizelités mar € := 5-107° hiban beliil
marad, ha a) z=0,4 b) z=2.

4.) Konvergens-e a végtelen sor? Igazolja is allitdsat!

n=2

1 2 4 8 0
1 3 5 79
6.) Sajatértéke-eaT:= |1 0 1 0 1| matrixnak a A\ =6 érték?
0 2 0 40
-1 01 2 3
7.) Tekintsik a 7(z,y) := 4arctan (xTer) fliggvényt! Hatarozza meg a fliggvény Osszes
érintésikjat illetve tdmaszegyenesét az (1,1, 7) ponton keresztiil!
y2 22 9
8.) Legyen t(x,y,z) :==x + . + m + i > 0,y > 0,z > 0 térnyolcadban. Keresse

meg a t fliggvény Osszes szélsdértékeit!

9.) Legyen F(x,y,2) := (2zy-+ycosz,e® —z, x?+ch (yz)) : R? — R3 leképezés! Tekintsiik
a P(0,1,0) pont kdzepti r sugard G := G(P,r) := {(z,y,2) € R® : 22+ (y — 1)? + 2% < »?}
gémbot, és a G gémb E = F(G) képhalmazénak térfogatat! Szdmitsa ki a lim,~ oV (E)/r3
hatarértéket!

1
10.) Teljes differencidl-e az (g + E) dr +ylogx dy + — dz kifejezés?
Ty z

11.) Szdmitsa ki az [;° (ch (z?) — sh(2?)) dx integralt!

12.) Szamitsa ki annak az (egyenletes, egységnyi siiriiségil) "hengeres ék” alaki E
testnek a z tengelyre gyakorolt I, forgatonyomatékat, amelyet az xy-sikba rajzolt egységkor
folé allitott egyenes hengerbdl maga az xy sik és a z = x stk pozitiv félsikja (tehat amelyre
z,x > 0) kivag.
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Matematika A2H — Gyakorl6 feladatok megoldasa - G

"(v/n —log® n)
nl(n —/n)
Megoldas: Igen, konvergens lesz. Els6 kozelitésben azt lehet ”levenni” a formulardl, hogy
a "lényeges része” olyan 2" /n! (nagyon konvergens), pontosabban olyan 2"y/n/n - n! (még
konvergensebb) tagokbdl fog &llni.

Innen vagy a hatarérték-teszttel dolgozunk, és azt mondjuk, hogy a sorunk ekvikonvergens
2

4.) Konvergens-e a Z végtelen sor? Igazolja is allitdsat!

a Y., 2;,‘? sorral (ami konvergens, hiszen a ) 2"/n! = e sor majordlja), vagy mindjart
becsléseket alkalmazunk, pl. haszndlva, hogy ha n > 4, akkor n — \/n > /n és igy legaldbbis
n > 4-re a sorunk tagjait becsiilhetjiik 2" /n! tagokkal.

5.) Fejtse hatvanysorba a C(x fo t cos( t3/ 2)dt fiiggvényt! Talaljon olyan N kiiszébszamot,
ameddig kiszamolva a C-re felirt hatvanysor Osszegét, a kozelités mar € := 5-1075 hibén beliil
marad, ha a) x=0,4 b) xz=2.

Megoldas: A cos fliggvény analitikus, hatvanysora abszolut és egyenletesen konvergens pl.

az egész [0, 1] -en, igy a t3/ 2 érték behelyettesitése és a tagonkénti integralas is elvégezheto,
( o l)nt3n+1 o (_1)n 3n+21z (_1)nx3n+2
amibdl C(z) = [yt 32, ~dt = >on fo Gyt = don (Bn+2)(2n)! 5 = 2 (Bn+2)(2n)!"
Ez e alternalo Lelbmz tlpusu sor — tetszoleges fix = esetén és elég nagy n-re u.i. a tagok
gy g g nagy g
abszolut értéke csokkenéleg 0-hoz fog tartani (az eljelek pedig nyilvanvaléan alterndlnak) —

igy a hibatagjara |R,| < |an+1|. Azaz elegend6 nekiink, ha |ap41| = % <5.107°
teljestil.
. , , . 0,4)37+5 0,4)8 0,4)8
Ez pedig a) esetén mar n = l-re is igaz, mert W!nzl = (ST = (8—4)! =

281078/3 = 1024/12 - 1078 < 1076, Tehdt az N = 1 kiiszobindex is alkalmas.
A b) esetben a becslésiink 8%! = 4/3 az n = 1 vélasztassal, és egy darabig még el kell

menni: de ha pl. n > N =9, akkor n +1 > 10 és |ap4+1| < 35 20, < 2397120 1010 9!} <
1/10! < 1072 egészen biztosan elegendd.

1 2480
1 35 79
6.) Sajatértéke-eaT:= |1 0 1 0 1| matrixnak a A = 6 érték?
0 2 0 40
-1 0 1 2 3
Megoldas: Ez pontosan azt a kérdést jelenti, hogy |T"— 61| = 0 teljesiil-e, azaz
-5 2 4 8 0
1 -3 5 7 9
1 0 -5 0 1|=0 7
0 2 0 -2 0
-1 0 1 2 -3

Ekvivalens sor- és oszlopmiiveleteket végezhetiink, és a pontos értékre sincsen sziikségiink,
csak a determinans nem-nulla volta az érdekes. Kezdjiik azzal, hogy a 4. oszlopot hozzaadjuk



a masodikhoz, mivel igy a negyedik sorban mar csak egyetlen nem-nulla elem marad és eszerint
a sor szerint egyszeriien kifejthetjiik a determindst:

_15 140 ;l i 8 -5 10 4 0 -5 5 4 0
1 4 5 9 1 2 5 90140,

T—6Il=|1 0 -5 0 1 ~

0 o 5 0 1 0 -5 1 1 0 -5 1 —

19 1 o g IFt2zo1o-3 -1 11 -3
05 4 0 05 4 0
32 5 9]8-3%[0 2 20 6 f 140 g SQ+532 141 8 5 4
10 =5 1 — |10 =5 1 L el = |1 sl kn
01 1 -3 01 1 -3

Tehat a A = 6 érték nem sajatértéke a T matrixnak.

7.) Tekintsiik a 7(z,y) := 4arctan ("Hy) fliggvényt! Hatarozza meg a fliggvény Osszes
érintésikjat illetve tdmaszegyenesét az (1,1, 7) ponton keresztiil!

Megoldas: A fliggvény parcialis derivéltjai folytonosak, igy a fiiggvény differencidlhato,
0
és ezért van érintdsikja, amelynek egyenlete z — m = 8—7—|(171) (x —1) + 8f7—|(1,1)(y -1) =
x

(r—1)+(y—1),azaz z=x+y+m— 2.

Differencialhaté fiiggvényre az érintésik vagy tamaszsik is, és akkor ez az egyetlen tamaszsik,

vagy egyaltalan nem is létezik tamaszsik.

Annak eldontéséhez, hogy esetiinkben az érintésik tdmaszsik-e, elegend6 a sik (1,1,7)
ponton dthaladé egyeneseit megvizsgalni. Legyen £(t) := (1 + at, 1 + bt), ekkor a kérdés az,
hogy 7|¢ <,> L(t), ahol L(t) = (a 4+ b)t + m a z(z,y) érint6sik megszoritdsa f-re. Most
7(1+at, 1+ bt) = darctan(1 + “Et) konkdv fiiggvény, igy L(t) > 7(¢). Mivel ez minden (a, b)
irdnyban gy van, az egész érintésik felette halad a fiigvénynek, tehat fels6 tamaszsik lesz.

Nem donthetd el a tamaszsik kérdése a masodik derivalt pontbeli kiszamitasaval. A Hesse-
matrix ugyanis

9%t 9%r —16(z+y) —16(z+y)
DO ()| 1) = azlan  mgglan| _ | aremorlen 4+(x+yy)z| (172 —1/2
)11 = 327| &| 716(:1:+y —16(z+y) =-1/2 —1)/2
dxoy(1,1)  gyZ 1(1,1) (d+(z+y)2 ’(1 1) i(zty)? )2|

ami negativ szemidefinit — sajatértékei Ay = 0 és Ay = —1 — és ezért az érint6sik fiiggvényhez
képesti elhelyezkedését egymagaban nem donti el.

Ha tehat a derivalt segitségével akarunk célhoz érni, akkor a kérdést tovabb kell vizsgalni.
A maésodik derivélt kiszdmitdsabdl lathatjuk, hogy édltaldban egy tetszéleges (x,y) pontban

9 92+ —16(z+y) —16(z+y)
DA (r) = [8332 8x8y] _ [(4+(m+y) ))2 (4+(z+y) ))2]
) )

9%r 9%r —16(z+y —16(z+y
dxdy  Oy? (A+(z+y)2)?  (4+(z+y)?

2

% sajatértékekkel. Ez az x +y > 0
félsikban — tehat az (1,1) pont egy kdrnyezetében — negativ szemidefinit métrixot jelent, igy
a kvadratikus alak negativ szemidefinit az x + y > 0 nyilt félsikban és ezért ott konkav is.
A konkdvitasbol pedig kovetkezik, hogy az érintésik a fiiggvény felett halad, tehdt az (1,1)
pontbeli érintésik is felsé tamaszsik lesz: igy a masodik derivalt egy egész kornyezetben vald

megvizsgalasaval is célhoz érhettiink.

ami egy szinguldris matrix lesz, Ay = 0 és Ay =



2 2
2
8.) Legyen t(z,y,2) ==z + % + = +—azx >0,y >0,z > 0 térnyolcadban. Keresse
x z

meg a t fiiggvény Osszes szélsdértékeit!
Megoldas: A fiiggvény C2(D) osztélyt az értelemzési tartomanyédn, a Q := {(z,y,2) : = >
0,y > 0,z > 0} térnyolcadban, és a hataron sehol sincsen értelmezve, ezért minden szélséértékének
2 2
z¢ 2z 2
kritikus pontba kell esnie. A gradiens vektor Vi(z,y,z) = (1 — y—, g _ =, - =),
4227 22 y? oy 22
ami 0 csak ugy lehet @Q-ban (az els6é koordindta miatt), ha y = 2z, azaz ezért a mésodik

koordinatdbdl y = z és végiil a harmadik szerint z = 1, tehat P = (=,1,1). Az a kérdés
maradt, hogy ebben az egyetlen kritikus pontban hogyan viselkedik a fliggvény.

A masodik derivalt kiszamitasahoz eleve tudjuk a Young tétel szerinti szimmetriat, igy
elegendd csak a felsé haromszogmatrix részt kiszamolni, és a szimmetrikus elemeket beirni:
minden esetre a Hesse-matrixra kapjuk, hogy

9%t 9%t 9%t 2 —y2

@ 8:B28y aanz ) :573 ) % 0 8 -2 0
L 2 _ 0%t 0%t 0%t _ | —y* 1 2 — _

9%t 9%t 9%t | |p 0 -2z 24 4| |p 0 -2 6

0xdz  Oyodz 022 y? Y 23

H definitségével kapcsolatban a sajatértékek megkeresése nehézségekbe titkozik: azt ugyan
elég konnyti 1latni, hogy a A = 0 nem lehet sajatérték, mivel det H # 0, de a Py (\) = |H — M|
karakterisztikus polinom felirdsa — a determinéns kiszamoldsa — azért elég hosszadalmas.
(Azért el lehet végezni: eredményiil azt kapjuk, hogy Pr(\) = —A3+ 172 — 82\ +88.) Amde
ezutan még latni kellne a sajatértékek — aza Pr(\) gyokei — elGjelét, és ez még nehézkesebb.

8 =21
-2 3

24 — 4 = 20 > 0 és végill M3 = |H| = 88 > 0, tehdt az sszes féminorok pozitivak, igy a
Hesse-matrix pozitiv definit. Mivel pedig H > 0, a fiiggvénynek minimuma van a P pontban.

Ehelyett ezért a fominorok eldjelével szamolunk: M; = hy; > 0, My =

9.) Legyen F(x,y,2) := (2zy+ycosz,e® —z, x?+ch (yz)) : R? — R3 leképezés! Tekintsiik
a P(0,1,0) pont kdzepti r sugard G := G(P,r) := {(z,y,2) € R® : 22+ (y — 1)% + 2% < »?}
gémbot, és a G gémb E = F(G) képhalmazénak térfogatdt! Szdmitsa ki a lim,~ oV (E)/r?
hatarértéket!

Megoldas: Geometriailag az a feladat, hogy &llapitsuk meg, hogy a P(0,1,0) pont kis
kornyezetében hogyan (kozelitéleg milyen ardnyban) valtoztatja meg a térfogatot a leképezés!
A G gémb térfogata 3712, és a feladat kérdése az, hogy szémitsuk ki a V(E) = [[[, ldudvdw
térfogati integralt. Jeldlje (u,v,w) = (Fy, Fp, F3) = (2zy + ycos z,e* — 2,22 4 ch (yz)) az F
leképezés koordindta-fiiggvényeit. Ha van az F leképezésnek differencidlhaté T = F~! in-
verze, akkor T(E) = G és igy az (x,y,z) = T(u,v,w) helyettesitéssel V(E) = [[[,1-
Jr(x,y, z)drdydz, ahol J = |det DT(Q)| a Q@ = F(P) pontban az F~! = T leképezés de-
rivaltjanak Jacobi-determinédnsa.

Az inverz fuggvény létezik a @) = F(P) pont egy kis kornyezetében és ott még diffe-
rencialhaté is pontosan akkor, ha maga a P pontbeli derivalt nem-szingularis: ilyenkor pedig
az inverz fiiggvény derivaltjanak matrixa a derivalt métrix inverz métrixa: DF~Y(Q) =
DF(P)~!. Tehat a Jacobi-determindnsokra |Jr(Q)| = 1/| det DF(P)|, amennyiben DF(P)
nem-szinguldris. (Vegyiik észre, hogy igy a megoldédshoz ki sem kell szdmoljuk sem a 7' = F~!
leképezés explicit alakjat, sem a @) pont értékét.)



Szamitsuk ki tehat a DF(P) derivalt-métrixot, behelyettesitéssel annak P-beli értékét, és
végil a matrix determindnsat!

azl (CC,y,Z) %f;(ﬁ,y,z) aaizl(xayuz) 2y 2x + cos z —ySiHZ
DF(x,y,2) = | G2 (2,y,2) %—;(m,y,z) G2(x,y,2)| = e 0 -1 1,
Fi(2,y,2) Pa(r,y,z) Po(ry,z)| (20 shiyz)  psh(y2)
2 1 0
aminek az értéke P-ben DF(0,1,0) = |1 0 —1 |, specidlisan tényleg nem-szingularis, és
0 0 sh(1)
a determindnsa az utolsé sor szerint kifejtve det F/(P) = —sh (1).
1 2
Tehit a keresett hatérérték im0 V(E)/r* = Jr(Q) = 1/|det DF(P)| = = = — c :
s e’ —

1
10.) Teljes differencidl-e az (g + E) dz +ylogx dy + — dz kifejezés?
Ty z

Megoldas: A differencialt dF := Adx + Bdy + C'dz alakban irva, a Young tétel értelmében
annak kell teljestilnie, hogy A" = B!, A/, = C!, B, = C'y.

De itt pl. mindjart az elsé feltétel bizony nem teljesiil: A} = % - % # Bl = %
Igy ez nem teljes differencidl, nincsen hozza potencialfiiggvény.
11.) Szamitsa ki az [;° (ch (z?) — sh (2?)) dx integralt!

Megoldas: Ez egy egyvaltozos improprius integral, ami kénnyen atalakithaté: cha—sha =
e~ %. Ezért a keresett érték A := fooo e dy = limp_o0 e dz. Bz egy abszolut konvergens
improprius integrdl, mert pl. az e~ majordlja & > 1-ben (és [T e " =1/e < 00).

frjuk fel két példanyban, de kiilonboz6 véltozokkal az integralt, és szorzzuk Ossze, majd
alkalmazzuk Fubini tételét, amely a konvergens integralokat tobbes integralokbdl szukcessziv
egyvaltozds integralokkd alakitja és viszont: igy A% = fooo e~ dx fooo eV’ dy = ff[O,OO]Q e~y dxdy.

Ez is egy improprius integrél, ez is konvergens, de ennek értelmezése egyébként
| f[07oo]2 e~y drdy = imp 7 oo [ f[07 RIx[0.T] e~y dxdy. Mindenesetre geometriailag jol
lathatéan az integraldsi tartoméany az S pozitiv siknegyed, és az integrandus az r := |(x,y)| =
/22 + y? mennyiség fliggvényeként all eld, ezért természtes otlet polarkoordindtdkra atirni a
kiszdmitandé integrélt. A polérkoordinatakkal jellemzett sik (7, ¢) pontjainak megfeleltetve a
hozzajuk tartozé x = r cos  és y = rsin ¢ koordinatakat, az attérés T(r, p) = (z,y), R? — R?
transzformaciéjanak explicit alakjat kapjuk, amely az S pozitiv siknegyed integralasi tar-
toméanyt mint a D := [0, 00] x [0, 7/2] "polaris tégla” képét allitja els. Ezért

// eV dudy = // e_TQJT(T, @) drdy,
[0,00]2 [0,00] x[0,7/2]

Ox Oz .
(s . . o 9o cosp —rsin
ahol az attérés Jacobi-determindnsa Jp(r, @) = | DT (r, ¢)| = g; %*; = |[°"¥ =
> oo sinp  rcose

r.
A teljes integrandus teh&t re="’ alaki, jol kezelhets figgvény lesz. Az integralt ismét
Fubini tételével szukcessziv egyszeres integralokka alakitva, és ¢-ben a konstans kifejezést



azonnal ki is integréalva

A2 — // Te—TQ d’f‘d(p — 7T/ T677‘2 d’l” — E |:_167'2:| — :> A = ﬁ/z
[0,00] % [0,7/2] 2 Jo 212 o 4

12.) Szamitsa ki annak az (egyenletes, egységnyi siirliségii) "hengeres ék” alaki E
testnek a z tengelyre gyakorolt I, forgatényomatékat, amelyet az xy-sikba rajzolt egységkor
folé allitott egyenes hengerbdl maga az xy sik és a z = x sik pozitiv félsikja (tehat amelyre
z,x > 0) kivag.

[

Megoldas: Egy (z,y, z) pontbeli egységnyi tomeg forgatényomatéka a pontnak a z ten-
gelytdl vett tavolsdga négyzete, tehiat 2 + y?. A feladatban geometriailag leirt test pontjait
tigy lehet felirni, mint E = {(z,y,2) € R? : 0 <z <z < /1 —9?2 (Jy| < 1)}, tehdt a keresett
mennyiség integral alakja

1 V1-y?2 oz
I, = /// (2% 4+ y?) dedydz = / / / (2% 4+ 9?) dz dx dy,
E -1J0 0

ahol itt Fubini tételével az integralt mindjat szukcessziv integralasokra is atalakitottuk. Az in-
tegralt tobbféleképpen is kiszamithatjuk: az egyik lehetGség a jobb oldalon adédott haromszoros
integralds egymas utani elvégzése, a masik pedig a haromszoros integral hengerkoordinatékra
torténo attéréssel vald kiszamitasa.

A direkt (Fubini tétel szerinti) szdmolds els6 1épése trividlis, mert az integrandus konstans,
nem fiigg 2-t6l: igy a dz integrélds utén x(z? + y?) lesz az integrandus. Ezt folytatva

1 p/1-y2 11,4 2,27V 1-y2 1 A 9
IZ:/ / z(z® + y?) da:dyZ/ [$+asy] dy:/ Y dy = —.
-1Jo

e 2, 4 5

A miésodik médszerhez alkalmazzuk a H(r, p, z) = (rcos,rsin ¢, h) hengerkoordinatas
felirast, amellyel £ = H(S) lesz, ahol S az R :=[0,1] x [-7/2,7/2] — az (r, ) véltozdkban
felirt — ”poldrkoordinatas tégla” feletti h = h(r,p) = rcosp fliggvény-feliilet alatti tar-
tomany R3-bol: S = {(r,o,h) €R3 : 0<r<1,-7m/2< ¢ <7/2,0<h<rcosg}. (Itt
hasznaljuk, hogy ha —m/2 < ¢ < 7/2, akkor rcos¢ > 0.)

Megjegyezziik, hogy igazabdl itt h = z miatt a konyvekben szokésos egyszerre két kilonbozo
értelemben is ugyanazt a z korrdinatat (ugyanazt a z jelolést a kétféle koordinatara) hasznalni:
mind a szokasos Descartes, mind a henger-koordinatés felirasban. Persze a h = z miatt a két
valtozé azonosithatd, de itt mi az attérés, a parcialis derivaltak tisztabb kezelése érdekében
inkabb megkiilonboztetjiik a hengerkoordinatas h értéket, még ha igaz is a h = z azonossag.

Mivel a hengerkoordinatas atalakitas Jacobi determindnsa

Oz Oz Oz .
or dp Oh cosp —rsing 0
Ju(r,p,h) =|det DH(r, ¢, h)| = % g—f; % =||siny rcosp Ol =r
fracdyor g—; % 0 0 1

(ami lényegében a valtozatlan z mellett a polarkoordindtds &ttérésbél ismert Jp(r,¢) = r
érték), igy az integralds atirdsa, majd ismét a szukcessziv integralds médszere (Fubini tétel
alkalmazasa) oda vezet, hogy

1 w/2 T COS 1 /2 L )
I, = /// rz.TdeQOdh = / / / r3dh d(p dr = / / 4 Cos @ dQD dr = / o gy = 2.
S 0 J—m/2J0 0o Jorx/2 0 5

A kétféle titon kapott eredmény egyenlOsége egyuttal ellenOrzi is szamolasunkat.



