Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatsor — K
Déatum: 2016. junius 13. Munkaidé: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kédja:

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitds igaz, melyik nem?

a.) ”"Ha Z ag, Z by, konvergens végtelen sorok, akkor a Z arbyr, Hadamard-szorzat

_ k k k
is konvergens.”

b.) ”Ha egy A matrix pozitiv szemidefinit (de nem pozitiv definit), akkor szingularis.”

c.) "Ha egy f fiiggvénynek egy P € intD; pontban van tdmaszsikja, akkor az
érint6sikja is.”

1.) (3 pont) Definidlja komplex véltozékra is az E(z) = e* exponencidlis fliggvényt,

és bizonyitsa be a (komplex valtozds) exponencidlis fiiggvény e*T% = e?e® i.n. Cauchy-féle
fliggvényegyenletét!

2.) (5 pont) Definidlja egy L : U — V linedris leképezés ker L és im L magterét és
képterét! Igazolja, hogy ezek alterek, és mondja ki az ide vonatkozé dimenzid-tételt!

3.) (5 pont) Sorolja fel az n-dimenziés Riemann-integrél alaptulajdonsagait!

sin(n)

NG

o0
4.) (5 pont) Tekintsiik a Z

n=1

végtelen sort!

a.) Konvergens-e a sor?

b.) Abszolit konvergens-e a sor?

c.) Keressen olyan N kiiszobértéket, ameddig elmenve a szummadzassal, mar biztosan
legaldbb két tizedesjegyre j6 kozelitését kapjuk a végtelen 6sszegnek!  (Valaszait indokoljal)

5.) (4 pont) Legyen o(x) := sin(x/2), ha |z| < m, és terjessziik ezt ki 2m-periodikusan
R-re.

a.) Fejtse Fourier-sorba a o(x) fiiggvényt!
b.) Allapl’tsa meg, hol és hova konvergens a fiiggvény Fourier-sora!

6.) (7 pont) Hatdrozza meg az A'? matrix sajatértékeit és a sajatértékekhez tartozé

2 2 20
<z . 0 2 0 2 . s s 10 24 2 ‘ -
sajatvektorait, ha A := 00 2 9 I Diagonalizalhaté-e az A™° matrix? (Utmutatés: Irjuk
0 0 0 2
A-t A =2(I + B) alakban, majd szamitsuk ki és hasznaljuk fel a B2, B3,... hatvanyokat!)



7.) (7 pont) Tekintsiik az F(z,y,2) = cos(z + z) + y? — e : R3 — R fiiggvényt!

a.) Szamitsa ki F' legjobb els6é- és méasodfoku kozelitéseit az a := (0,1,0) pontban, és
irja ezt fel linedris algebrai alakban!

b.) Van-e tdmaszsikja a fiiggvénynek az a pontban?

8.) (4 pont) Tekintsiik a ¢(z,y) := e*chy fiiggvényt! Hatdrozza meg a fiiggvény Osszes
érintOsikjat illetve tamaszegyenesét az (1,0, e) ponton keresztiil!

9.) (4 pont) A z = f(z,y) figgvény a sin(z + y) + sin(z + z) + sin(y + 2) = 0
fiiggvényegyenletnek tesz eleget. Szamitsa ki a 9 és a 90 parcidlis derivéltakat az p = (7, 7)

T Y
pontban!

10.) (3 pont) Teljes differenciél-e a ch (z — z) dz + 2zy dy — ch (x — 2) dz kifejezés?

11.) (5 pont) Szédmitsa ki az I := fol Ol_x VZ Tty (y— 22)% dy dr kettds integralt!
(Utmutatés: Vezesse be az 4j u := x + y, v := y — 2x valtozdkat!)

12.) (5 pont) Mennyi az O orig6tdl vett atlagtavolsidga a térben a B := {(z,y,2) €
R? . |(z,9,2)] = /22 + % + 22 < 1} egységgdmb pontjainak?

EMLEKEZTETO: A GOMBI KOORDINATAK

A térben egy P pont gombi koordindtéi az r := |O¢| = 22+ 92+ 22, a P pontnak
az xy—sikmetl’tett merdleges P’ vetiiletének a polarkoordindtakbdl jol ismert ¢ irdnyszoge
(azaz az OP’ szoge a pozitiv x tengely irdnydval), és a P pont 6 "elhajldsa”, azaz O?—nek a
pozitiv z tengellyel bezart szoge.

Mivel |OP’| = sin §|OP]|, a gombi koordindtdkkal kifejezve a a P ponthoz tartozé szokésos
derékszogii (x,y, z) koordinatdkat, azt kapjuk, hogy x = rsinfcosp, y = rsinfsing, z =
rcos 6. Tehat a gombi koordindtakra valo attérést a G(r, ¢, ) = (rsinf cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 6)
leképezés valositja meg.

Az 4ttérés Jacobi determinansara

%(7’7%9) g%(h ©,0) %5(7’7 ©,0) sinfcosp —rsinfsing rcosbcosy
Ja(r, ¢, 0) = %(r, ©,0) %(T’ ©,0) %(r,@,ﬁ) = ||sinfsing rsinfcosy rcosfsinp
%(T,g@,e) g%(ra 2 9) %(7’, 9076) cos 0 —7rsinf

aminek utolsé két oszlopabdl r-et kiemelve és a determinanst az utolsd sor szerint kifejtve
Jo(r,0,0) = 12 —.sinﬁsincp COSQC?S(p (= sinf) si_n@cF)sgo —'sinesingo
sinfcosp  cosfsinp sinfsiny  sinf cos

2

cosf = r°sinf.




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — K

0.) (3 pont: 3 j6 vélasz 3 pont, 2 jé 1, kevesebb 0 pont)

a.) HAMIS. (U.i. pl. ha ap = by = (—1)F/Vk, akkor a feltételek teljesiilnek, mert a
>k Ok, Y5 by sorok konvergens alternlé sorok, de az Hadamard-szorzat a divergens >, 1/k
harmonikus sor lesz.)

b.) IGAZ. (A szemidefinitség u.i. azt jelenti, hogy a sajatértékek mind > 0 értékek;
de ha nem definit, akkor nem mind > 0, tehat van A = 0 sajatérték, és igy pl. det A =0, A
szingularis.)

c.) HAMIS. (Mar egy dimenziéban is hamis, 1d. pl. y := |z|. Pl. a z = |z| figgvény
z tengely koriili korbeforgatdsaval — azaz a z(z,y) = /22 +y? kip alaki fliggvénnyel —
kaphatunk ”valédi tobbvaltozds” példat is.)

1.) (3 pont) Amint azt mar az Al-ben vettilk, E(z) := > 7 ;2" /nl. Ez a sor normélisan,
igy abszolit és egyenletesen konvergens minden |z| < R korlapon (a konvergenciasugara o).

Az m-edik hatvanyok binomialis tétel szerinti felirdsat és az abszolut konvergens sorok
am— k k

Cauchy-szorzésat hasznalva e*e” = 300 22570 “’k—f =3 (Zk L0 TRy AT ) =3
(k0 (1) 2™ ) = X0g o (2 + )™ = e*Fe,

2.) (bpont) kerL:={ueU : Lu=0}ésimL:={veV : JueU Lu=v}=L(U).
Vektorterek részhalmazai akkor alkotnak alteret, ha a vektortér miiveletek nem vezetnek ki
a részhalmazbdl, azaz az zart a vektor-miiveletekre.

Ezt ker L esetében az igazolja, hogy L linearitdsa értelmében L(au) = aLlu = a0 = 0
(a e KiueU)és Llu+u) = Llu+u) =Lu)+ LW)=0+0=0 (u,u € U). A
képtérre, ha v € im L és b € K, akkor bv = bL(u) = L(bu) € im L és ha v,v’ € im L, akkor
v+ v =Lu+ Lu = L(u+ W) € im L. Tehat ker L, im L alterek U-ban illetve V-ben.

Lin. leképezések dimenzidététele: Véges dimenzidkra dimker L + dimim L = dim U.

3.) (5pont)0.) normaltsig: [[[,ldx = Vn,l(D)
1.) konstanszoros: fffD cf ) dx = cfffD
2.) osszeg: [[[p f(x) dX—fffD dX+fffD9

3.) majordlas (monotomtas) Ha f < g a D-n, akkor [[[, f( dx < [fp9(x)
(Ez ekvivalens a pozitivitdssal: ha h(z) > 0 a D-n, akkor fffD dx > 0.)
4.) tertleti (alaphalmazbeli) additivitds: ha D=AUB diszjunkt uni(’), akkor

JIJp 1) dx = [[[ f(x) dx + [[] f(

Zosin(nf) o= (—1)*
4.) (5pont) a.) A sor konvergens, u.i. Z = Z —————, ami egy alternalé
n=0
(Leibniz tipusi) sor.



k

b.) Az abszolit konvergencia azt jelentené, hogy itt >~ 27 ‘\(/% =30 \/ﬁ <

00, &m ez nem teljesiil, mert ez lényegében egy p-harmonikus sor p = 1/2-del: pl. a divergens
> i 1/k sor minoralja.

c.) A Leibniz tipust sorok &ltaldnos hibabecslése szerint |Ry| < anyi, igy olyan

N-et keresiink, amelyre 1/v/N +1 < 0,005, azaz vN +1 > 200, N + 1 > 40.000. Tehat

N = 40.000 alkalmas kiiszobérték.

5.) (4pont)a.) A fiiggvény paratlan, ezért tiszta sin sor lesz. by, := ["_sin(x/2)sin(nz) dz =
J7 % (cos((n — 1/2)z) — cos(n + 1/2)a)) do = 4 [Slntan) a0 ] (_qyn 2

— n—1/2 n+1/2 n—1
—1)"~18 o 1 (—1)"~!8
(—1)”2n2Jrl = ( 4n)2 — 1n‘ Ezért a Fourier-sorfejtés o(x) ~ nz_:l 77(471)2—1n sin(nz).

b.) Esetiinkben o szakaszonként folytonosan differencidlhaté [—m, w]-ben, csak éppen
+7-ben ugrésa (els6faji szakaddsa) van. Az eléaddson tanult tétel szerint {gy a Fourier-sor
minden  # +m pontban konvergens o (z)-hez, a végpontokban pedig 1[0 (7 —0) +o(7+0)] =
slo(r—0)+o(—7+0)] = 3[1+(—1)] = 0-hoz. (Utébbi egyébként behelyettesitéssel is latszik,
mivel sin(n7) =0V n € N.)

6.) (7 pont) Vegyiik észre, hogy

111 0]F 0110
010 1 000 1
k_ ok _ ok k _
A =2 00 1 1 =2".(I + B)~, ahol B 00 0 1
000 1 000 0

Osszeszorozva lathaté, hogy B? = , B™ = O (nullmétrix) (m > 3).

N O O OO
o O O O
o O O O
S O o

(I+ B)¥ szorzatot (és ekdzben persze felhasznalva, hogy
1 k k k(k-1)
_ ok 010 k
0 0 1 k
0 0 0 1
Mivel fels§ haromszog matrix sajatértékei a fé6atléban 1évé elemek, egyszertien adédik,
hogy az A'® métrix egyetlen sajatértéke 219 = 1024.
Az A0 és 2719410 matrixok sajatvektorai megegyeznek, ezért utébbiakat szamoljuk ki

a (2719419 — I)x = 0 homogén lineéris egyenletrendszerbdl, amelynek egyiitthaté matrixa
k k(k—1)

Igy a binomialis tétellel kifejtve a

I és B felcserélhetéek), az adédik, hogy A% = 2F(I+kB+(5) B*+0)

0 k
01 1 k-1
0 0 O k 01 10
k = 10 mellett 00 0 3 & 8 8 8 1 @[0 0 0 1].

0 00 0

1 0
Ebbdl x; értéke tetszbleges, xo = —x3 és x4 = 0 adddik, igy a sajatvektorok ¢ 8 +s _11

0 0

azaz az A* métrixnak csak két linedrisan fiiggetlen sajatvektora van, igy nem diagonalizalhaté.



7.) (7pont) F(z,y,z) ~ F(a)+VF(a)Ax+(Ax)TED?(F)(a)Ax, ahol Ax = (z,y, 2)—
a=(z,y—1,z) a fiiggetlen valtozé értékének megvaltozasa, VF(a) a parcidlis derivaltakbol
all6 gradiens vektor, és H = D®(F)(a) a mésodik derivélt vagy Hesse-matrix.

Ezeket kiszamitva, F'(a) = F'(0,1,0) =1,

VF(a)= (aal;(a), gj(a), %Z(a)) = (—sin(z + 2) — €%|a, 2y|a, — sin(z + 2)|a) = (—1,2,0),

2 2 2
675(3) ?975(3) ?9;: (a) —cos(z+2)—e® 0 —cos(x+ 2) -2 0 -1
H=|5E@) %E(a) P (a)| = 0 2 0 =10 2 o0
a2 _ _ o o
%xl,: (a) %yi (a) %Zg (a) cos(z + z) 0 —cos(x+2)] la 1 0 —1

Felirva tehat a legjobb linedris és kvadratikus kozelités formulait,
F(x,y,z) ~ L(z,y,2) =14+ (-1,2,0) - (z,y — 1,2) =1—2+2y —24+0=—ax+2y— 1
a lj.lk., és aljkk.

1 [—2 0 -1 x
F(m,y,z)%Q(aj,y,z):—x+2y—1—|—(ac,y—1,z)§ 0 2 0 yil
-1 0 -1 z

1 [—22 — 2
:f:c+2y71+§(x,y71,z) 2y — 2

| —z— 2z
1
= fx+2yf1+§(72x2fxz+2(y71)2fxzfz2)
1 1
:—$+2y—1—$2+(y—1)2—xz—§z2:—x—x2+y2—xz—§z2.
A fiiggvényre F € C?(R?), tehét az a pontban a kvadratikus kézelités definitsége alapjan
lehet kovetkeztetni a gorbiilési tulajdonsagaira: u.i. az L linedris kozelités pontosan akkor
képez alsé- (felsé-) tdmaszsikot, ha F'— L-nek minimuma (maximuma) van az adott a pontban.
A Hesse métrix sajatértékeinek kiszdmoldsahoz tekintsik a Py(\) = det(H — M) =
(=1)3 det(\ — H) karakterisztikus polinomot:

A+2 0 1 A2 1
Pe(A\)=—] 0 AX=2 0 :—()\—2)‘ 1 >\+1‘:—()\—2)[)\2+3)\—|—1].
1 0 A+1
Ennek gydkei \; = 2, Aoz = —3/2++/9/4 — 1 = (=3 4 1/5)/2, mely utébbi gyoksk kénnyen

lathatdlag negativak (itt most az is elegendd, hogy az egyik negativ), igy van negativ és pozitiv
sajatérték is, tehat a kvadratikus alak indefinit, és az F' — L fiiggvénynek nyeregpontja van
a-ban. Ebbdl kovetkezoleg tamaszsikja sem lesz F-nek az a pontban.
Ugy is vizsgalhatjuk a kvadratikus alak definitségét, hogy kiszamoljuk féminorait. Esetiinben
My :=hy1=-2<0, My := 02 g
masodik oszlop szerinti kifejtéssel lathatd), igy a Hesse matrix indefinit.
fgy is kovetkezik, hogy a-ban nyeregpont van, nincsen tamaszsik.

= —4 < 0és Mz :=det H=2> 0 (ami kozvetlenil a




8.) (4 pont) Mivel ¢ parcidlis derivaltjai folytonosak, a fiiggvény differencidlhaté, igy

van egy egyértelmi érintSsikja, amelynek egyenlete 2 —e = —|q0)(x — 1) + ~ 1,0y =
oxr oy -

e(r—1)+ 0y = ex — e, azaz z = ex.

Differencialhato fliggvényre az érintosik vagy tamaszsik is, és akkor ez az egyetlen tamaszsik,
vagy egyaltalan nem is létezik tamaszsik.

Annak eldontéséhez, hogy esetiinkben az érintdsik tamaszsik-e, elegendé a sik (1,0, ¢)
ponton athaladé egyeneseit megvizsgalni. Legyen £(t) := (1 + at, bt), ekkor a kérdés az, hogy
¢le <,> L(t), ahol L(t) = e(1+at) a z(z,y) érintésik megszoritdsa f-re. Most ¢(1 + at, bt) =
eltalch (bt) két pozitiv és konvex fiiggvény szorzata, igy maga is pozitiv és konvex, tehét
L(t) < ¢(t). Mivel ez minden (a,b) irdnyban igy van, az egész érintésik alatta halad a
fligvénynek, tehat alsé tamaszsik lesz.

Eldontheté a tamaszsik kérdése a masodik derivalt kiszamitasan keresztiil is. A Hesse-
matrix

0%  leshylao) eTchylag] [0 e

82¢‘ 0%

522 1(1,0)  Bz9u | 1,0 e*ch e®sh e 0

DA (¢)|(10) = [6 100yl )] _ [ Ylao y\(m)} _ [ ] _ b,
ae0y1(10) a7 l(1,0)

ami nyilvanvaléan pozitiv definit és ezért az érintGsik a fliggvény alatt helyezkedik el, azaz
alsé tamaszsik lesz.
A tdmaszegyenesek pontosan a tdmaszsik (1,0, e) pontjan dthalad6 egyenesei lesznek.

9.) (4 pont) Elészor is meghatdrozzuk, mi a zp = f(p) = f(m,7) érték. Ez a behelyet-
tesités szerint a sin(27) + sin(mw + z) + sin(7 + z) = 0, azaz sin z = 0 egyenletnek tesz eleget,
tehdt z9 = km (k € Z). Tehét végtelen sok megoldas van (ami nem olyan meglepd, tekintve,
hogy a sin fliggvény periédikus). Tehdt valamilyen k € Z értékkel f(p) = zp = km, és a
q := (m, 7, km) ponton halad &t az implicit médon megadott z = f(x,y) fliggvény.

Az implicit egyenlet azt jelenti, hogy az F(z,y, 2z) := sin(x + y) + sin(x + 2) +sin(y + 2) :
R3 — R fiiggvénybe behelyettesitve a z = f(z,y) fiiggvényt, azonosan nulla fiiggvényt
kapunk. (Pontosabban: ha G(z,y) := (z,y, f(7,y)), akkor a H :== FoG : R? —» R
kompoziciéfiiggvény azonosan konstans 0.) fgy az implicit alakban megadott fligguények de-

oF OF
rivaldsdrol szolo tétel értelmében 8—f = —g—f, és % = — 2% teh4t ki kell szamoljuk F parcislis
X S oz
0

z
derivaltjait mindegyik valtozdja szerint. Ezt elvégezve,

VF = | cos(x + y) + cos(z + z),cos(z + y) + cos(y + z), cos(z + z) + cos(y + z)),

tehit VF = cos(z +y) +cos(z +2) cos(x +y) +cos(y + 2)
U cos(z+2)+cos(y+2) cos(x+ z)+cos(y+2z))’
ugyhogy a p = (m, ), zo0 = km értékeket beirva
VF(p) = (_1 +cos((k+1)m) 1+ cos((k + 1)7r)> _J(0,0) ha k = 2n
P)= 2cos((k+ 1)) * 2cos((k+1)m) ) |(-1,-1) hak=2n+1

10.) (3 pont) A felirt Udz + Vdy + Wdz differencidlban szerepld egyiitthaté-fliggvények
folytonosan differencidlhatéak, igy létezik potencidlfiiggvénytlik akkor és csak akkor, ha a
Young tételnek megfelel6 kritériumokat — a keresztbe vett parcidlis derivaltak egyenléségét —
teljesitik. Itt U?; =0, de V] = 2y, tehdt nem azonosak a keresztbe vett parcidlis derivaltak,
és igy a kifejezés nem teljes differencial (nincsen neki potencialfiigvénye).




11.) (5 pont) Az 4j u := x +y, v := y — 2z valtozokkal az integrandus egyszeriibb
lesz, ®(u,v) = uv? alakd, de nyomon kell kovessiik a tartomany valtozdsat és a helyet-
tesités (z,y) = T'(u,v) attérési fiiggvényének Jacobi determindnsit. Az kivant v = u(x,y)
és v = v(z,y) helyettesitésekkel az attérési fliggvény inverze van megadva, de most az u és v
U —v 2u+v

3 YT T3

segitségével kell kifejezziik (z,y)-t: megoldva az egyenletrendszert, x =
Innen adddik is az attérési Jacobi-determinans:

srtu = [0 010

-1 5

Az (z,y) sikban meghatarozott integraldsi tartomény egy hdromszog alaku D tartomany,
amelynek a lefrasa D := {(z,y) € R? : 0 <2 < 1,0 <y <1—2z}. Befrva az u, v valtozdkat,
0 < =57 < 2“% <1-%%azazv <wu, u<3+v,v>—2u u <1 egyenltlenségek
addédnak, de ebbdl az is kovetkezik, hogy ©u < 1 = v < 3 — 2u < 3 4+ v, tehat csak harom
egyenlet (es igy az altaluk meghatarozott haromszog) lesz az (u,v) pontokra megfelel6 E
tartomdny. Igy E leirésa E = T~Y(D) = {(u,v) € R? : —2u<wv <u, (0<)u<1}.

Ugy is megkaphatjuk a tartoményt, hogy megnézziik a haromszog csucspontjainak képeit,
hiszen a linedris helyettesitésnél az 0sszekotd egyenesek természetszeriileg az 0sszekoto egye-
nesekbe képezédnek le. Ezzel a meggondolassal az O = (0,0), az A = (1,0) és a B = (0,1)
pontok altal kifeszitett D haromszogre az E := T~1(D) tartomény az O’ = T~1(0) = (0,0),
A'=T71(A)=(1,-2) és B’ =T~Y(B) = (1,1) pontok altal kifeszitett haromszog lesz.

Fubini tételével atalakitva az integralt el6bb teriileti integralld, majd attérve a T' (linedris)
helyettesitéssel, I = [, ®(u,v)Jr(u.v) dudv = [f, Vuww’s dudv = fol [Y, Vuv?s dv du,
Ujra Fubinbi szerint dttérve teriileti integralrol szukcessziv (de més sorrend szerinti) egyszeres

integraldsra. A bels§ integral értéke [F03]%,, = &(u® — (—2u)?) = u3, ezért I = fol u2du =
w9211
2] = 2/9.

12.) (5 pont) Lehet "direktben” is prébélkozni, de jobb, ha gombi koordinatakra tériink
at.

Az egységgomb térfogata jol ismert, de ki is szamlthatjuk V(B) = [[[1 daxdydz =
[[[5 Ja(r, ¢, 0)drdedd, ahol J = Ja(r,¢,0) = r?sinf a G lekepezes Jacobi-determinéansa
(derivaltmétrixa determindnsdnak abszolit értéke) és E a B egységgombnek megfelel6 koor-
dindta-hdrmasok a gémbi koordinatdkban felirva, azaz E = {(r,¢,0) : 0<r <1, 0< ¢ <
2m, 0 <6 <7w} =10,1] x [O 27] X EO ] Tehat ebbdl a Fubini tétel alkalmazasaval szukcessziv
integralokra attérve V(B) = [ 5" fo r?sinOdr do df = 27 [ sin6 d6[r?/3]; = 47 /3.

A tavolsagok 1ntegra1asahoz csak annyi valtozik, hogy most az [[[ \/2? + y? + 22 dzdydz

intergélt kell kiszdmoljuk, ami gombi koordindtés dttéréssel tovabb = [ prJa(r, e, 0)drdpd) =
4

fo fo r°sin0dr dyp df = 27r fo sinf df = .
A tavolsdgok atlaga tehat ennek hanyadosa a teljes térfogattal, azaz 3/4.



