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11.) (7 pont) A P paralelogrammat az zy sikbanaz z = -3, 2 =0, y=zésy=x+1
22 — 3y) ch (y —
egyenesek hataroljak. Szamitsuk ki az I := // (22 =3y) ch(y =)
P

dzdy teriileti integralt!

3 4z + 4y
(Utmutatds: Alkalmazzuk az u := 2z — 3y, v := —z + y helyettesitést!)
Megoldas: A javasolt helyettesitéssel f(z,vy) (20 =3y) chly —x) _ uchv d(u, v)
: v i z,y) = = =: $(u,v
—egomes A Y Y 3— 4z + 4y v +3 ’

alakba kerul, ami mar kicsit kedvezébb kinézetii.

A transzformicié egyel6re csak u(x,y), v(z, y) alakban van meg — ebbdl el6szor is kiszdmitjuk

L, L . 2 - , .

aT(u,v) = (z,y) forditott irAnyt transzformaciét. Mivel az [Z] = [_ 1 13] [gyz] Osszefliggést
2 -3
-1 1
matrix kiszamitdsdval oldhatjuk meg a feladatot. (Persze lehet visszahelyettesitgetéssel stb.
is.)

—1
kell "megforditani”, azaz az [Z] = [ ] [Z] eldallitasra van szitkségunk, az inverz

Ez szimultan linedris egyenletrendszert jelent: megoldasa Gauss-Jordan elimindciéval
2—3[10@0—1]12@0—1]12@10]—1—3
-1 1 ] 01 -1 1 ] 01 -1 0 | 1 3 01 | -1 =2[’
azaz t = —u — 3v, y = —u — 2v, tehdt T(u,v) = (—u — 3v,u — 2v). (141 pont)

Or/Ou Ox/ov| [-1 =3
dy/ou 8y/3v] N [—1 -2
hogy ez éppen azért konstans, mivel a T' transzformacié linedris). Ezért a Jacobi-determindns
Jr(u,v) = |det DT (u,v)| =|—1| =1. (1 pont)

Az attérés derivalt-matrixa DT (u,v) = [ ] (Vegytk észre,

Meg kell hatdrozzuk azt az E tartomdnyt is az wv sikon, amelyre T'(E) = P. Tekint-
ve, hogy linedris transzformdciérél van szd, egyenesek egyenesekbe mennek at, igy elég a
hataregyenesek megfelelit megkeresni. © = —3 & —u — 3v = —3, azaz v = 1 — u/3 vagy
u=3-3vz=0 —u—3v=0,azaz v = —uf3 vagy u = -3v; y =z & v =0
y=x+ 1< v =1. Természetesen az ezekkel hatarolt E tartomany szintén egy paralelog-
ramma lesz, amelynek a csicsai egyébként az O = (0,0), a @ = (3,0), az R = (0,1) és az
S = (—3,1) pontok lesznek. (1 pont)

Az integrdlban az 4ttérés utdn Fubini tételét alkalmazva gy, hogy beliil u, majd kiviil v

2x — h (y —
szerint integriljunk, adodik I := //P (2 3 iyli:vc—f—(jy 2) dxdy = //E o(u,v)Jp(u,v) dudv =




h 1 ch _ 1 ch 3-3
// uc vldud’u (1 pont) f0< Ly s 3vudu> dv (1 pont) fl v [“7] vdv

dv+4+3 Ay + 3 I .
chwv chwv
fo vL3 (3 —3v)2 - (3v)?) dv = fo T3 1 (—18'0 +9) dv (1 pont).
h
I8 még tovabb irhato, mint 1 = —3 [y chv dv + fo 4C " dv, de ebbdl sem latszik a

kiszamitas tovabbi lehettsége. A megoldassal az a problema hogy csak az elsO integralnak
van explicit primitiv figgvénye, t.i. shv, a masodiknak nincsen. fgy az els6 integral értéke
—3[shv]§ = —%shwv, de a masodik kiszdmitdsa sokkal nehezebb.

El8szor is alkalmazzuk a ch (« — ) = chach f —sh ash  azonossigot o :=v+3/4 és =
3/4 értékekkel hogy megkapjuk chv = ch (3/4)ch (v+3/4) —sh (3/4)sh (v +3/4), majd irjuk

chv 63 1 ch(v+3/4) 63 1sh(v+3/4)
fel, h dv = —ch(3/4 ———— dv — —sh(3/4 ——— (du.
o 08y o f04 +3 g MM = g G o = g @
h z
Ebbél z := v 4 3/4 helyettesités utdn az deriil ki, hogy a J : f7/4 ¢ dz és a H :
z
f 7/ashz dz integralokat kellene kiszdmitani, ami csak hatvanysorfejtessel végezheto el.
7/a 1 7/4 chz — 7/4 0 4
J= [, ~dz [ / L = [1ogz]3§4+zn 7 f3/ =1 gy — log(7/3) +
1 /4 1 72n _ 32n
O =1 —(7/4)? 42 =N =

7/4 1 2n Dy — ZOO 7/4 _ ZOO 72n—|—1 _ 32n+1
(2n + 1)! n=0/3/4 n=0 42041 (2n 4+ 1)(2n + 1)!
Ezek a tagonkénti 1ntegralasok azért végezhetbek el, mert a ch z, sh z figgvények hatvany-
sorainak konvergencia-sugara végtelen, igy az egész komplex sitkon minden véges korben - igy
a [3/4,7/4] intervallumon is - abszolit és egyenletesen konverensek.

A végeredmény tehat —gshl + @ch (3/4)1og(7/3) + @ch (3/4) 1 M _
: ’ 2 8 ¢ 8 n=14n 25, (2n)!

Hasonléan, H = f

63 72n+1 _ 32n+1
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Azért lett az eredmény ennyire bonyolult, mert a feladat kit{izésekor elnéztem a felada-
tot (hibat kovettem el a megolddsban). A szandékolt kitilizés olyan alaki lett volna, hogy
a szamlaléban (szorzéban) fellépé kifejezés, ami u? megvaltozasabél adédik, pontosan a ne-
vezGben levd linedris kifejezés tobbszorose legyen, és ezek egyszerlisodjenek — de igy sajnos
nem egyszeriisodott a kifejezés.

PL. ha a kitlizés az eredeti szdndéknak megfelelve I := / /

(22 — 3y —17,5) ch(y — x)
20 — 4z + 1

L(—1804+9+3-(=7,5)) dv =

dxdy

cho
g ] 4y +3 2
5 L(—18v —13,5) dv = ~7 fol chv dv = _ZShl jonne ki, ami egy konnyti feladat.

lett volna mondjuk, akkor a fenti gondolatmenettel I = fo
chv

Jo 0 4y +3
A vizsga id6korlatai mellett nem varhaté el egyetlen feladat ilyen idéigényes kidolgozasa.

Ezért mindenki, aki eljutott az integrilok helyes felirdsaig, elvégezte az u szerinti integralast,

h
és megkapta legalabb az fo 4C v3

oldasért jard 7 pontot. Az igy elérhetd részpontszamok lebontisat a fenti megolddsi itmutatd
tikrozi.

% (—18v 4+ 9) dv alakot, az meg kell kapja a teljes meg-



