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11.) (7 pont) A P paralelogramm�at az xy s��kban az x = �3, x = 0, y = x �es y = x+ 1

egyenesek hat�arolj�ak. Sz�am��tsuk ki az I :=

ZZ
P

(2x� 3y) ch (y � x)

3� 4x+ 4y
dxdy ter�uleti integr�alt!

(�Utmutat�as: Alkalmazzuk az u := 2x� 3y, v := �x+ y helyettes��t�est!)

Megold�as: A javasolt helyettes��t�essel f(x; y) =
(2x� 3y) ch (y � x)

3� 4x+ 4y
=

u ch v

4v + 3
=: �(u; v)

alakba ker�ul, ami m�ar kicsit kedvez}obb kin�ezet}u.
A transzform�aci�o egyel}ore csak u(x; y); v(x; y) alakban van meg { ebb}ol el}osz�or is kisz�am��tjuk

a T (u; v) = (x; y) ford��tott ir�any�u transzform�aci�ot. Mivel az

�
u
v

�
=

�
2 �3
�1 1

� �
x
y

�
�osszef�ugg�est

kell "megford��tani", azaz az

�
x
y

�
=

�
2 �3
�1 1

�
�1 �

u
v

�
el}o�all��t�asra van sz�uks�eg�unk, az inverz

m�atrix kisz�am��t�as�aval oldhatjuk meg a feladatot. (Persze lehet visszahelyettes��tget�essel stb.
is.)

Ez szimult�an line�aris egyenletrendszert jelent: megold�asa Gauss-Jordan elimin�aci�oval
�
2 �3 j 1 0
�1 1 j 0 1

�
,

�
0 �1 j 1 2
�1 1 j 0 1

�
,

�
0 �1 j 1 2
�1 0 j 1 3

�
,

�
1 0 j �1 �3
0 1 j �1 �2

�
;

azaz x = �u� 3v, y = �u� 2v, teh�at T (u; v) = (�u� 3v; u� 2v). (1+1 pont)

Az �att�er�es deriv�alt-m�atrixa DT (u; v) =

�
@x=@u @x=@v
@y=@u @y=@v

�
=

�
�1 �3
�1 �2

�
. (Vegy�uk �eszre,

hogy ez �eppen az�ert konstans, mivel a T transzform�aci�o line�aris). Ez�ert a Jacobi-determin�ans
JT (u; v) = jdetDT (u; v)j = j � 1j = 1. (1 pont)

Meg kell hat�arozzuk azt az E tartom�anyt is az uv s��kon, amelyre T (E) = P . Tekint-
ve, hogy line�aris transzform�aci�or�ol van sz�o, egyenesek egyenesekbe mennek �at, ��gy el�eg a
hat�aregyenesek megfelel}oit megkeresni. x = �3 , �u � 3v = �3, azaz v = 1 � u=3 vagy
u = 3 � 3v; x = 0 , �u � 3v = 0, azaz v = �u=3 vagy u = �3v; y = x , v = 0
y = x + 1 , v = 1. Term�eszetesen az ezekkel hat�arolt E tartom�any szint�en egy paralelog-
ramma lesz, amelynek a cs�ucsai egy�ebk�ent az O = (0; 0), a Q = (3; 0), az R = (0; 1) �es az
S = (�3; 1) pontok lesznek. (1 pont)

Az integr�alban az �att�er�es ut�an Fubini t�etel�et alkalmazva �ugy, hogy bel�ul u, majd k��v�ul v

szerint integr�aljunk, ad�odik I :=

ZZ
P

(2x� 3y) ch (y � x)

3� 4x+ 4y
dxdy =

ZZ
E
�(u; v)JT (u; v) dudv =



ZZ
E

u ch v

4v + 3
1 dudv (1 pont) =

R
1

0

�
1 ch v

4v + 3

R
3�3v
�3v u du

�
dv (1 pont) =

R
1

0

1 ch v

4v + 3

h
u2

2

i3�3v
�3v

dv =

R
1

0

ch v

4v + 3
� 1
2

�
(3� 3v)2 � (3v)2

�
dv =

R
1

0

ch v

4v + 3
� 1
2
(�18v + 9) dv (1 pont).

Ez m�eg tov�abb ��rhat�o, mint I = �9

2

R
1

0
ch v dv +

63

2

R
1

0

ch v

4v + 3
dv, de ebb}ol sem l�atszik a

kisz�am��t�as tov�abbi lehet}os�ege. A megold�assal az a probl�ema, hogy csak az els}o integr�alnak
van explicit primit��v f�uggv�enye, t.i. sh v, a m�asodiknak nincsen. �Igy az els}o integr�al �ert�eke
�9

2
[sh v]10 = �9

2
sh v, de a m�asodik kisz�am��t�asa sokkal nehezebb.

El}osz�or is alkalmazzuk a ch (���) = ch�ch�� sh�sh� azonoss�agot � := v+3=4 �es � =
3=4 �ert�ekekkel, hogy megkapjuk ch v = ch (3=4)ch (v+3=4)� sh (3=4)sh (v+3=4), majd ��rjuk

fel, hogy
63

2

R
1

0

ch v

4v + 3
dv =

63

8
ch (3=4)

R
1

0

ch (v + 3=4)

v + 3=4
dv �

63

8
sh (3=4)

R
1

0

sh (v + 3=4)

v + 3=4
dv.

Ebb}ol z := v + 3=4 helyettes��t�es ut�an az der�ul ki, hogy a J :=
R 7=4
3=4

ch z

z
dz �es a H :=

R 7=4
3=4

sh z

z
dz integr�alokat kellene kisz�am��tani, ami csak hatv�anysorfejt�essel v�egezhet}o el.

J =
R 7=4
3=4

1

z
dz +

R 7=4
3=4

ch z � 1

z
dz = [log z]

7=4
3=4 +

P
1

n=1

1

(2n)!

R 7=4
3=4 z

2n�1 dz = log(7=3) +

P
1

n=1

1

2n (2n)!
[z2n]

7=4
3=4 = log(7=3) +

P
1

n=1

1

2n (2n)!
(7=4)2n � (3=4)2n =

P
1

n=1

72n � 32n

4n 2n (2n)!
.

Hasonl�oan,H =
R 7=4
3=4

P
1

n=0

1

(2n+ 1)!
z2n dz =

P
1

n=0

R 7=4
3=4 =

P
1

n=0

72n+1 � 32n+1

42n+1 (2n+ 1)(2n+ 1)!
.

Ezek a tagonk�enti integr�al�asok az�ert v�egezhet}oek el, mert a ch z, sh z f�uggv�enyek hatv�any-
sorainak konvergencia-sugara v�egtelen, ��gy az eg�esz komplex s��kon minden v�eges k�orben - ��gy
a [3=4; 7=4] intervallumon is - abszol�ut �es egyenletesen konverensek.

A v�egeredm�eny teh�at �
9

2
sh 1 +

63

8
ch (3=4) log(7=3) +

63

8
ch (3=4)

P
1

n=1

72n � 32n

4n 2n (2n)!
�

63

8
sh (3=4)

P
1

n=0

72n+1 � 32n+1

42n+1 (2n+ 1)(2n+ 1)!
.

Az�ert lett az eredm�eny ennyire bonyolult, mert a feladat kit}uz�esekor eln�eztem a felada-
tot (hib�at k�ovettem el a megold�asban). A sz�and�ekolt kit}uz�es olyan alak�u lett volna, hogy
a sz�aml�al�oban (szorz�oban) fell�ep}o kifejez�es, ami u2 megv�altoz�as�ab�ol ad�odik, pontosan a ne-
vez}oben lev}o line�aris kifejez�es t�obbsz�or�ose legyen, �es ezek egyszer}us�odjenek { de ��gy sajnos
nem egyszer}us�od�ott a kifejez�es.

Pl. ha a kit}uz�es az eredeti sz�and�eknak megfelelve I :=

ZZ
P

(2x� 3y � 7; 5) ch (y � x)

2y � 4x+ 1
dxdy

lett volna mondjuk, akkor a fenti gondolatmenettel I =
R
1

0

ch v

4v + 3
�1
2
(�18v + 9 + 3 � (�7; 5)) dv =

R
1

0

ch v

4v + 3
� 1
2
(�18v � 13; 5) dv = �

9

4

R
1

0
ch v dv = �

9

4
sh 1 j�onne ki, ami egy k�onny}u feladat.

A vizsga id}okorl�atai mellett nem v�arhat�o el egyetlen feladat ilyen id}oig�enyes kidolgoz�asa.
Ez�ert mindenki, aki eljutott az integr�alok helyes fel��r�as�aig, elv�egezte az u szerinti integr�al�ast,

�es megkapta legal�abb az
R
1

0

ch v

4v + 3
� 1
2
(�18v + 9) dv alakot, az meg kell kapja a teljes meg-

old�as�ert j�ar�o 7 pontot. Az ��gy el�erhet}o r�eszpontsz�amok lebont�as�at a fenti megold�asi �utmutat�o
t�ukr�ozi.


