
Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H - P�ot-II. Zh. V csoport / feladatsor

D�atum: 2016. m�ajus 11. Munkaid}o: 45 perc

Hallgat�o Neptun k�odja �es neve: Gyakorlatvezet}o: .

1.) (2 pont: 3 j�o v�alasz 2 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) Ha A �es B szingul�aris m�atrixok, akkor AB �es A+B is szingul�aris m�atrixok.

b.) Egy M n� n-es nem-szingul�aris m�atrixnak legal�abb n nemz�erus eleme kell legyen.

c.) Minden L : Rn ! Rn line�aris transzform�aci�onak l�etezik saj�atvektora.

2.) (4 pont) V�alassza ki az �altaluk gener�alt V alt�er egy b�azis�at a

.
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3.) (4 pont) Tekints�uk a Q = fax2 + bx + c : a; b; c 2 Rg (kvadratikus polinomok)

vektorter�et, �es ebben az H : Q ! Q, p(x) 7! p(2x) lek�epez�est. Hat�arozza meg a lek�epez�es

saj�at�ert�ekeit �es azokhoz tartoz�o saj�atvektorait (saj�atf�uggv�enyeit)!

4.) (5 pont) Legyenek A =
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a.) Invert�alja az A m�atrixot! b.) Oldja meg az AX = B m�atrix-egyenletet!

5.) (5 pont) Hol van szakad�asa a K(x; y) =
cosx� cos y

ex � ey
f�uggv�enynek? Megsz�untethet}o-

e a szakad�as?

Az al�abbi �ert�ekel�esi t�abl�azatot a gyakorlatvezet}o t�olti ki!

1. feladat 2. feladat 3. feladat 4. feladat 5. feladat �Osszesen
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1.) (2 pont) a.) HAMIS. (AB ugyan szingul�aris, de A + B nem mindig: pl. ha

A =

�
1 0

0 0

�
�es B =

�
0 0

0 1

�
akkor ezek ugyan szingul�arisak, de A+B = I.)

1.) b.) IGAZ. (Ha u.i. kevesebb volna, akkor a determin�ans de�n��ci�oj�aban szerepl}o

n-t�enyez}os szorzatok t�enyez}oi k�oz�ott valamelyik mindig 0 lenne, teh�at az eg�esz determin�ans

is 0 { vagy, m�ask�ent, akkor volna olyan oszlop, amelyik csupa 0 volna, �es ez�ert a determin�ans

is elt}unne.)

1.) c.) HAMIS. (Csak C-ben igaz ez - val�osban lehets�eges, hogy a karakterisztikus

polinom pl. �2 + 1, �es ekkor m�ar val�os saj�at�ert�ek sincsen.)

2.) (4 pont) A vektorok �altal gener�alt V alt�er b�azisai azok a r�eszrendszerek lesznek, ame-

lyek line�arisan f�uggetlen vektorokb�ol �allnak, de m�eg gener�alj�ak az eg�esz V -t, azaz maxim�alis

elemsz�am�u ilyen (lin. fgtlen.) r�eszrendszert alkotnak.

Ha a vektorok k�oz�ott van h�arom line�arisan f�uggetlen, �ugy gener�atumuk m�ar kiadja az

eg�esz R3 teret (mert az eg�esz t�ernek is csak 3 a dimenzi�oja). Azaz tov�abbi line�arisan f�uggetlen

vektor m�ar az eg�esz R3 t�erb}ol sem tal�alhat�o, V = R3 �es a tal�alt h�arom vektor b�azisa V -nek

(�es egyben R3-nak). �Igy elegend}o tetsz}oleges h�arom line�arisan f�uggetlen elemet tal�alni, �es az

m�ar b�azis { maxim�alis line�arisan f�uggetlen rendszer { lesz.

A legegyszer}ubb pl. az els}o, a m�asodik �es a negyedik vektort haszn�alni, mert ezekb}ol,

mint oszlopokb�ol m�atrixot k�epezve a keletkez}o
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5 m�atrix rangja nyilv�an 3, mert

nem-szingul�aris, hisz a determin�ansa 4 �

����7 5

0 �2

���� = 4 � (�14) 6= 0.

Sokf�elek�eppen lehet �ervelni, pl. �ugy is, hogy az �osszes oszlopb�ol k�epzett 3 � 5-�os m�atrix

rangj�at keress�uk, ami a n�egyzetes �es nemszingul�aris r�eszm�atrixok maxim�alis m�erete: ez is

maximum 3 lehet, (mert enn�el nagyobb m�eret}u n�egyzetes m�atrix nem is l�etezik), akkora meg

van, ld. mint fentebb.

Lehet a sorok line�aris f�uggetlens�eg�et is l�atni: ha u.i. as1+ bs2+ cs3 = 0, akkor a 2. oszlop

miatt a = 0, de akkor a 4. oszlop miatt b = 0, �es akkor pl. az els}o oszlop miatt c = 0 is

ad�odik.

3.) (4 pont) Q dimenzi�oja 3, ebben egy b�azis az 1; x; x2 rendszer, �es ezeknek a

b�aziselemeknek a k�epe rendre 1, 2x, 4x2, teh�at ezek saj�atvektorok 1, 2 �es 4 saj�at�ert�ekkel.
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4.) (5 pont)
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5.) (5 pont) A f�uggv�eny minden�utt �ertelmezve van �es folytonos is, ahol a nevez}o nem

nulla, azaz DK = R2 n `, ahol ` az y = x egyenlet}u egyenes, mivel ex� ey = 0, x = y, hiszen

az exponenci�alis f�uggv�eny szigor�uan monoton, injekt��v. Teh�at a f�uggv�enynek az ` egyenes

pontjaiban van szakad�asa.

Legyen P 2 `, teh�at P = (a; a) alak�u adott pont! Itt megsz�untethet}o a szakad�as pontosan

akkor, ha van a f�uggv�enynek limesze ebben a pontban. Ez a limesz l�etezik, hiszen Cauchy

k�oz�ep�ert�ek-t�etele miatt ha x� y 6= 0, akkor K(x; y) = sin �
e�

valamilyen x �es y k�ozti � �ert�ekkel.

Erre teh�at � ! a �es ��gy K(x; y)! sin a
ea

, ha (x; y)! P . Ha teh�at az ` egyenes P pontjaiban

��gy �ertelmezz�uk a f�uggv�eny kiterjeszt�es�et, akkor DK-b�ol k�ozel��tve P -t, a f�uggv�eny�ert�ek meg-

egyezik a hat�ar�ert�ekkel: mag�ar�ol az ` egyenesr}ol pedig l�atszik, hogy ott a kiterjeszt�esi de�n��ci�o

folytonos, teh�at v�eg�ul is lim(x;y)!P = sin a
ea

teljes�ul �es a kiterjeszt�es folytonos, a szakad�asok

megsz�untethet}oek.

A Cauchy k.�e.t. helyett (mind a sz�aml�al�o, mind a nevez}o 1
x�y

-nal val�o eloszt�asa ut�an)

lehet Lagrange k.�e.t.-lel is sz�amolni ill. �ervelni, de akkor vigy�azni kell, hogy els}o l�ep�esben

K(x; y) = sin �
e�

alak�u lesz, ami persze �; � ! a miatt ugyanoda tart, mint el}obb.
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