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Hallgaté Neptun kédja és neve: Gyakorlatvezeto:

1.) (2 pont: 3 j6 vélasz 2 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik 4llitds igaz, melyik nem?
a.) Ha A és B szinguldris matrixok, akkor AB és A + B is szinguldris matrixok.

b.) Egy M n X n-es nem-szinguldris matrixnak legaldbb n nemzérus eleme kell legyen.
c.) Minden L : R"™ — R" linearis transzformdciénak létezik sajatvektora.

2.) (4 pont) Védlassza ki az altaluk generdlt V altér egy bazisat a

0 7 3 5 2
2(, (0], [—2], [—2| és | 1 | vektorokbdl!
4 0 4 0 -1

3.) (4 pont) Tekintsikk a @ = {az® + bz +c : a,b,c € R} (kvadratikus polinomok)
vektorterét, és ebben az H : Q — Q, p(x) — p(2x) leképezést. Hatdrozza meg a leképezés
sajatértékeit és azokhoz tartozd sajatvektorait (sajatfiiggvényeit)!

1 4 2 0 -3 1
4.) (5 pont) Legyeneck A= |-1 —6 —-3|ésB=|[1 -1 2|.
-1 -7 -3 1 0 1

a.) Invertdlja az A métrixot! b.) Oldja meg az AX = B métrix-egyenletet!

COS T — COS

5.) (5 pont) Hol van szakaddsa a K(z,y) = —— Y fiiggvénynek? Megszintethetd-
et —e

¢ a szakadas?

Az alabbi értékelési tdbldzatot a gyakorlatvezetd tolti ki!
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1.) (2 pont) a.) HAMIS. (AB ugyan szinguldris, de A + B nem mindig: pl. ha

A= [(1) 8] és B = [8 (1)] akkor ezek ugyan szinguldrisak, de A+ B =1.)

1.) b.) IGAZ. (Ha u.i. kevesebb volna, akkor a determindns definicigjéban szereplé
n-tényezOs szorzatok tényez6i kozott valamelyik mindig 0 lenne, tehat az egész determindns
is 0 — vagy, masként, akkor volna olyan oszlop, amelyik csupa 0 volna, és ezért a determinans
is eltiinne.)

1.) c¢.) HAMIS. (Csak C-ben igaz ez - valdsban lehetséges, hogy a karakterisztikus
polinom pl. A\? + 1, és ekkor mér valds sajatérték sincsen.)

2.) (4pont) A vektorok altal generalt V altér bazisai azok a részrendszerek lesznek, ame-
lyek linearisan fiiggetlen vektorokbol dllnak, de még generaljak az egész V-t, azaz maximalis
elemszdmi ilyen (lin. fgtlen.) részrendszert alkotnak.

Ha a vektorok kozott van hirom linearisan fiiggetlen, dgy generatumuk mar kiadja az
egész R3 teret (mert az egész térnek is csak 3 a dimenziéja). Azaz tovabbi linedrisan fiiggetlen
vektor mir az egész R3 térbdl sem taldlhaté, V = R? és a taldlt harom vektor bazisa V-nek
(és egyben R3-nak). fgy elegendo tetszéleges harom linedrisan fliggetlen elemet talalni, és az
mar bazis — maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer — lesz.

A legegyszeriibb pl. az els6, a masodik és a negyedik vektort hasznalni, mert ezekbdl,

07 5

mint oszlopokbdl matrixot képezve a keletkezé |2 0 —2| maétrix rangja nyilvan 3, mert
4 0 0

nem-szinguldris, hisz a determinansa 4 - ‘0 _52‘ =4-(-14) #0.

Sokféleképpen lehet érvelni, pl. gy is, hogy az 0sszes oszlopbdl képzett 3 X 5-0s méatrix
rangjat keressiik, ami a négyzetes és nemszinguldris részmétrixok maximadlis mérete: ez is
maximum 3 lehet, (mert ennél nagyobb méretii négyzetes matrix nem is 1étezik), akkora meg
van, ld. mint fentebb.

Lehet a sorok linedris fuggetlenségét is litni: ha u.i. as; + bso +cs3 = 0, akkor a 2. oszlop
miatt ¢ = 0, de akkor a 4. oszlop miatt b = 0, és akkor pl. az elsé oszlop miatt ¢ = 0 is
adodik.

3.) (4 pont) Q dimenziéja 3, ebben egy bézis az 1,z,z? rendszer, és ezeknek a
biziselemeknek a képe rendre 1, 2z, 422, tehit ezek sajatvektorok 1, 2 és 4 sajatértékkel.



4.) (5 pont)
(14 2 10 0] 1 4 2 100
1 —6 -3 01 0 S+ 51,53 + 51 0 -2 1 11 0 S1 4+ 255,59 — 53
-1 -7 =3 ] 00 1 = 0 -3 -1 | 10 1 =
1 0 0 | 32 0] 1001 3 2 0
—-1)-
010\01—1S3+352’()S3010\01—1
0 -3 -1 | 10 1] — 001 ] -1 -3 2
3 2 0 2 —11 7
EbbélA~ =0 1 —1|, X=A4A"'B=|0 -1 1
-1 -3 2 -1 6 =5

5.) (5 pont) A fiiggvény mindeniitt értelmezve van és folytonos is, ahol a nevez§ nem
nulla, azaz Dk = R?\ £, ahol £ az y = z egyenletii egyenes, mivel e —e¥ = ( < z = 3, hiszen
az exponencidlis figgvény szigorian monoton, injektiv. Tehdt a figgvénynek az ¢ egyenes
pontjaiban van szakadasa.

Legyen P € £, tehdt P = (a,a) alakt adott pont! Itt megsziintethets a szakadds pontosan
akkor, ha van a fiiggvénynek limesze ebben a pontban. Ez a limesz létezik, hiszen Cauchy
kozépérték-tétele miatt ha x —y # 0, akkor K(z,y) 516%5 valamilyen z és y kozti £ értékkel.
Erre tehat { — a és igy K(z,y) — %%, ha (z,y) — P. Ha tehat az £ egyenes P pontjaiban
igy értelmezziik a fugegvény kiterjesztését, akkor Dg-bdl kozelitve P-t, a fuggvényérték meg-
egyezik a hatarértékkel: magarol az £ egyenesr6l pedig latszik, hogy ott a kiterjesztési definicid
folytonos, tehdt végul is lim, ) ,p = Sielfl“ teljesil és a kiterjesztés folytonos, a szakadasok
megszuntethetdek.

A Cauchy k.é.t. helyett (mind a szdmlals, mind a nevezd ——-nal valé elosztdsa utén)
lehet Lagrange k.é.t.-lel is szdmolni ill. érvelni, de akkor vigyazni kell, hogy elsé 1épésben

K(z,y) Sienng alakl lesz, ami persze £, — a miatt ugyanoda tart, mint el6bb.




