Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — elS6adas jegyzetek a XIII. hétre
Tobbvaltozos differencialas Kiadva: 2016. majus 21.

Miiltkor felirtuk egy f: R™ — R* C™(R™)-beli fiiggvény n-ed rendi Lj.n.r.k az g € R™
pont koriil:

f(&) ~ (@) + D@z - a) + 5D f(@)x — 0’ + -+ DV f(a)(z ~ )"

n.

A legnehezebb ennek megfelel§ értelmezése. Itt D™ f(a) egy homogén n-ed rendid polinom

n g, k:m
(n-ed rendd forma, n-ed rendd alak), amit a [ﬁ] kE xm X - x m rendd
i1+ 0%in | j=q 4, =1
hipermatrixszal lehet felirni. Hatasa a Az =2 — a = (hy, ..., h,,) megvaltozasmennyiségre
0 0
P = (gt g™ | @

Specialis esetek:

1.) Ha z — a = tv (azaz a rogzitett v iranya egyenesre megszoritjuk f-et). Specilisan, ha
k =1 (vagy j-t is rogzitjiik), akkor a p(t) = f;(a+ tv) € C"(R) fiiggvényt kapjuk.
Felirhato erre a Taylor-formula, Lagrange-maradéktag, dltaldban a Lagrange- és Cauchy-

k.é.t.-ek. Valojaban ez egyvaltozos elmélet — nem részletezziik. A tébbvaltozos esetben-
formulaknal, tételeknél ekkor irAnymenti derivaltak vannak.

2.) Linearis kozelités: 3 1.j.L.k. a koriil < f differencialhato.
Ekkor f(z) — f(a) = Df(a)Azx (Az := 2 — a) (csak k = 1 estén: ez az érintGsik).

Df(a) mindig egy linearis leképezés. Altaldban R*¥*™ matrixszal szorzasként irhato fel

(adott — sztenderd — bézisban); k = 1-re V f(a) sorvektor, skalaris szorzds. R¥*™-nél a
n

j-edik sor V f;(a)— éppen emiatt lesz Df(a) - Az = |V f; - Az MAtrixszorzas.

j=1
3.) Kvadratikus kozelités: k = 1 eseben a D®®2f(a) = H Hesse-méatrix H = [g;fa(ij] L
g =1,5=1

hatésa kifejezheté mint Az? - Zzl: Jz; axzax ; Jz; oL, axj

(Young tétele szerint, ha f € C?*(R™), akkor H szimmetrikus matrix.)



A legfontosabb kérdés a kvadratikus kozelités kapcsan, hogy az érintésik alatt, felett lesz-e.
a.) tamaszsikok, konvexitas-konkavitas b.) vizsz. érint6sik esetén: maximum-minimum?

Ha f € C%(B) a egy B C R™ kornyezetében, akkor a masodrendi kozelitésbél kovetkez-
tethetiink maganak f-nek a viselkedésére is.

1. Tétel. Hao Q = [uy,...,u,,] a H Hesse-mdtriz linedrisan figgetlen sajdtvektoraibol képzett
A0 Lo 0

0 A

ortogondlis (ortonormdlt) mdtriz, akkor H = QDQT, ahol D = s A

0 ... An
sajdtértékek, Hu; = Aju;, és igy Ax" HAz = (Az7Q)D(Q"Az) = (Q"Az)"D(Q"Az) =

yDy diagondlis alakban irhaté a kvadratikus alak (fétengely-transzformdcid).

Ezért 2" Hz >0 (Vo #£0) < y"Dy >0 (VY #0) & > Ayl > 0(Yy #0).
=0

Ezt nevezziik (szigorian) pozitiv definit matrixnak; (Jelolés: H > 0).

A H szimmetrikus matrixra H > 0 & Vj=1,...,m,\; > 0.

Hasonléan pozitiv szemidefinit (> 0), negativ definit (< 0), negativ szemidefinit (< 0)
vagy indefinit (3 < 0, 3 > 0) esetekre.

A sajatértékek elGjelébdl tehat leolvashatjuk a kvadratikus alak jellegét, és igy To-nek és
f-nek is az érintGsikhoz képesti menetét.

2. Tétel. Ha eqy D konvex tartomdnyon f € C*(D), akkor f konvexr (konkdv) a D-n <
Hesse mdtriza pozitiv (negativ) szemidefinit < Hesse mdtriza (minden pontban) \; > 0 (< 0)
sajatértéka.

1. Megjegyzés. Ha m = 1; f konvex I-n < f" > 0 (konkdv: f" <0).

2. Megjegyzés. Eqgyetlen pontban f"(a) > 0 mdr m = 1 wvdltozéban sem volt elég; ekkor
nem tudjuk, hogy ha f"(a) = 0, akkor f alatta vagy felette lesz az érintdnek. Tébb vdltozéban
még inkdbb: lehet nyeregpont stb.

1. Kévetkezmény. (tétel kévetkezménye) Ha H = D@ f(a)>0 (pozitiv szemidefinit) egy
a € R™ egy B kirnyezetében, akkor ott To(f), és vele egyiitt f, az érintd felett halad — az
erintdsik egyuttal tdmaszsik lesz.

2. Kovetkezmény. Szélsdértékek meghatdrozhatoak.

Sziikséges feltétel: Vizszintes érintésik — kritikus pont, V f(a) = 0.
Ha ez megvan, elégséges

a) D*f(a) > 0 (min.) < 0 (max.)
b) D?f>0 B-ben (min.) < (max.)
Ha f € C?*(B), akkor ugye H folytonos: a) = b).

Az a) feltétel elégséges, de nem sziikséges — van példa, ahol csak b) van.
Viszont ha f ¢ C?(B), csak 3D f(a), az a) akkor is elégséges.

1. Definicié. Legyen H = [hy]} -, szimmetrikus mdtriv. Ekkor H k-adrendi féminorai az

My, := det[hy;)f -, determindns-értékek.

3. Tétel (Kritérium pozitiv / negativ definitségre). Legyen H szimmetrikus mdtriz. Ekkor
o) H>0& M, >0 (V1<k<n); é b H<KO&(-1D)IM>0(V1<Ek<n).



Fiiggvények kompoziciéja — az altalanos lancszabAaly

Tegyiik fel, hogy f : R™ — R* és g : R® — R™; f € C'(€),g9 € CHD),
E, gla)=be&. Legyen h:= fog:R" — R IrJukfelazaeDbenah =
linearis kozelitését!

1. Ha h differencialhato: h(z) =~ h(a) + Dh(a)Az  (Dh(a) € RF*")

2. h(z) = f(g(z)) = f(b) + Df(b)Ay ~ f(b) + Df(b) - (Dy(a) - Az)

A kettGt egybevetve: fennall (3 1j.Lk.) és Dh(a) = Df(b)Dg(a), azaz D(f o g)(a) =
Df(g(a)) - Dg(a) (matrixszorzas asszociativ!).

a€D, R, C
f o g fiiggvény

Inverz fiiggvény derivaltja: Tegyiik fel, hogy f € C'(D), D C R, f : R* — R" és
a € D. Ekkor Ja-nak olyan B kirnyezete, amelyen f injektiv (invertalhato), és az € := f(B)
halmazon f~! € C'(€) & Df(a) nem szingularis.

Bkkor Df () = Df(a) ', Df *y) = Df(x) " (f(@) =b, f(z) =)

Bizonyitas: C! miatt Df(a) nem szingularis < 3B, &, D f(z) nem szingularis < A = 0
nem sajatérték, nen lehet szemidefinit.

Ha 3f~' = h:= f~' o f =identitas ~ Dh(a) - (x — a) + a, Dh( ) =1I,.

Lancszabalybol: ha f~' € C', f e C' = I, = Dh(a) = Df 1(b) - Df(a).

3. Megjegyzés. Ha D f(a) szinguldris, akkor esetleg létezhet még f~', de biztosan nem lesz
differencidlhatd; M mdtriz, hogy MDf(a) = I,, legyen.

Példak (n = 1-re): f(z) = x — 3 inverz, differencialhato; f(z) = 22 — A inverz 0 koriil;
f(z) =2~ f'(0) =0, de mégis 3 inverz, viszont /= nem differencialhato.

Implicit derivalas

Tegyiik fel, hogy az F(z1,...,x,) fiiggvény csak implicit modon, egy egyenlettel adott,
mégis ki akajuk szamitani VF'(a)-t. Jelolje z := F(xq,...,x,), és legyen az adott egyenlet
f(z1,...,2,,2) = 0. Ezt kompozicioval felirthatjuk: g : = — (z, F(z)) (R* — R""!) és
fi(x,2) = f(z1,...,70,2) € R (R"™! — R) kompozicioja h := fog: R" = R, és a feltétel
szerint az adott D C R™-en ez azonosan konstans 0. Jeldlje g(a) = (a, F(a)) = (a,b) = b.

Fkkor Vh(a) = 0 = V£(b) - Dyg(a). V/(8) = Vf(a, F(a) = Vf(a,b) € R0,

Dy(a) € ROV [VIF] [ﬁﬁﬁ g—fi@ ﬁf]

Tehat 0 = Vf(b)Dg(a) & j=1,...,n-re Vf(b) - Dg(a)?) = 0, azaz

~ df of of of _
— a,’lfz(b)e +aZ(b)a,’lf](a) axj()+az()a$]( ) O
of
oF — 5. ()
Ebbsl: VF(a) =(...,—(a),...)={...,—7——,... |-
Iz &b
4. Megjegyzés. Ha z = F(z) is vektor, és impliciten az f(x, z) = 0 egyenlettel van megadva,
akkor _88_;1{;( ) = gj (b )gfj( a) (j =1,...,n) adddik. Ez azonban nem hatdrozza meg

egyértelmien F- et zlletve az Fy-kat, VFy-t



Ha t6bb egyenletiink is van F-re, azaz f = (..., fg,...) is vektor értéki fliggvény — tipi-
kusan a megfelel§ meghatarozottsdghoz ugyanannyi egyenlet van, ahany koordinatafiiggvény,
tehat F' : R® = R™, és f : R — R™, — akkor ezek az egyenletek f; koordinatafiiggvé-
nyenként fennallnak, azaz

dfe afe aFk
[ (%c]( ):|€_1,j 1 [Z Dz, 8371 @

0 0 F
Matrix alakban formalisan tehat ——i(b) 8£< b) - (?9_;

or "~
of

oF
az egyenlet a—_(g)—ra. Itt a—(l_)) € R™™ négyzetes méatrix, és az egyenlet egyértelmien
x 2z

¢=1,j=1

(a), amibdl jo esetben megoldhatod

3,
megoldhato < a—f(g) nem szingularis.
Z

Teljes differencial

2. Definicié. (formdlis definicio, jelélés)
Eqy vdltozéban: df = f'dx
Két vdltozéban df = f.dx + fydy.
n vdltozoban: df = f, dxy+---+ f, dux,.
Pontosan ugyanazt jelenti, mmthogy V= fa)

Megforditas — antiderivalt, primitiv fiiggvény/ potencial fiiggvény keresése.
n=1-ha g e C(I), akkor 3f, hogy df = gdz, f' =g.
n>2-ha (g1,...,9,) € C(D), akkor 37f € CY(D), Vf = g?

Probléma: ha f; € C*(D), akkor f € C*(D) = a Young-tételnek teljesiilnie kell!

4. Tétel. Ha gi,...,g9, € C*(D), és % — 091 1(Vi,j) (Young-feltétel stimmel), akkor kis

kornyezetben (minden egyszeresen c')'sszefdggo B C D-ben) 3f € C*(B), amelyre Vf = 9gs
azaz df = qidzy + -+ - + gpdx,, (tehdt 3f, amelynek B-n (g1,...,9,) a teljes differencidlja).

Errél tobbet A3-ban a vonalintegraloknal tanulunk majd.

Fontos példa: Legyen (P, Q) = ( ) € C'(R?\ {0}). Ez teljesiti a Young-

—1 Y- 2y y? — a2
- e Qe = =

1
+ = — = :
?+y? (27 +y?)? (22 +y?) ?+y? (22 +y?)? (2P +y?)?
Példaul ha By := {(x,y) : > 0}, akkor F'(z,y) := arctg() j6 potencialfiiggvény:

T2z y? — a2

feltételt: P; =

T

1
.;_m_Q(z‘Jy)'

1 —y 1
Fl=—"__."Y_p Fl=—
T R A ey
Ha B, := {z < 0}, akkor ez ugyanigy megy. Ha B; := {y > 0}, B, := {y < 0}, akkor is van
potencialfiiggvény. G(z,y) := — arctg(%)—ra G, =P, G;, = Q. De az egész D = R*\ {0}-ra
nem lehet egyetlen j6 potencialt talalni!



