Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatsor — H
Détum: 2016. junius 3. Munkaidd: 90 perc
Hallgaté neve: Hallgaté Neptun kddja:

0.) (3 pont: 3 j6 vilasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?

a.) 7"Egy ), ay sor tetszéleges sorrendben dtrendezve is mindig konvergens marad
pontosan akkor, ha abszolit konvergens.”

b.) "Ha A\ = 4 az A € R** métrix karakterisztikus polinomjanak 4-szeres gyoke, és
A= AT akkor az Ax = 0 linedris egyenlet megoldasai négydimenziés alteret alkotnak.”

c.) "Egy f € C?(R" — R") fiiggvény adott pontbeli Jacobi-métrixa (derivalt-métrixa)
mindig ortogondlis transzformaciéval diagonalizalhaté.”

1.) (3 pont) Hogyan definidljuk egy f € R[0, 27] Riemann-integralhaté fliggvény Fourier-
sorat? Milyen R — R flggvények vizsgilatiban hasznos a Fourier-sor hasznélata?

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy kvadratikus alakot negativ definitnek? Hogyan jelle-
mezhetjiik ezt a tulajdonsigot a matrix sajatértékeivel? Ks a matrix aldetermindnsaival?

3.) (6 pont) Hogyan értelmezziik egy Jordan-mérheté H C R™ halmazon értelmezett
korlatos f(x) fiiggvény Riemann-integraljat? Adja meg mind a harom ekvivalens értelmezést
abban az esetben, ha f > 0!

o0

an 2 _ an 3
4.) (4 pont) Konvergens-e a Z S osn
n=0

+— numerikus sor? Valaszat indokolja!

47 —n

5.) (5pont) a.) Irjafelln(0,6) értékét L(z) := In(1—x) Maclaurin-soranak segitségével!
b.) Taldljon olyan kiiszobszamot, ameddig kiszamolva a sort, az eredmény mar legaldbb
2 tizedes pontossiggal jé kozelitést ad!
6.) (5 pont) Legyenck p(z) := 1 — 322, q¢(z) := 1 + 223, r(z) := 1 — 22 + 22 + 23,
s(z) := 1+ 3z. Kifeszitik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfoki polinomok Ps terét?

-2 2 =2 2
, 0 0 -2 2 . T
7.) (9 pont) Hatdrozza meg az A = 0 —9 o o matrix sajatértékeit és a
0 0 0 2

sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! frja fel a diagondlis alakot, ha A diagonalizalhato!



8.) (3 pont) Tekintsiik az F(x,y,2) = (cos(z + 2), zy + zz,y? + %) : R? — R3 fiiggvényt!
Ekkor az a := (0,2,0) pont képe a b := F(a) = (1,0,5) pont lesz. Invertilhaté-e differen-
cidlhaté médon az F fiiggvény a b pont egy kornyezetében? Ha nem, indokolja, miért nem,
és ha igen, akkor hatdrozza meg a G := F~! fiiggvény b koriili legjobb linedris kozelitését!

8
9.) (6 pont) Hatdrozza mega v(z,y,z) := z+ Lo —+2z—4y/z fuggvény szélséértékhelyeit
Ty
és azok jellegét!

10.) (3 pont) Teljes differencidl-e a (cosze¥t* + 2) dz 4 sinzeVt* dy + (sinzeV™* 4+ z) dz
kifejezés?

11.) (3 pont) Szamitsakiaz I := /// cos(:z:+2y+3z)(em2 +sh \/z) dzdydz hirmasintegralt,
K
ahol a K halmaz a [0, 7] kocka!

12.) (7 pont) Egy R = 26 cm sugart — kozel gomb alaki — gorodgdinnyébe egyenes kip
alakt L léket vagunk gy, hogy annak csticsa a D dinnye kozepébe érjen. Hanyadrészét teszi
ki a lék térfogata az egész dinnyéének, ha a kipnak a gomb héjanal £ = 10 cm a sugara?

(Utmutatzis: Haszniljuk az (z,y, z) = G(r, ¢, 0) := (rsinf cos ¢, r sin @ sin ¢, r cos §) gdmbi
koordindtakra valé attérést!)

EMLEKEZTETO: A GOMBI KOORDINATAK

A térben egy P pont gémbi koordindtdi az r := |O?| = z? +y?+ 22, a P pontnak
az zy-sikra vetitett merdleges P’ vetiiletének a polarkoordindtdkbol jol ismert ¢ irdnyszoge
(azaz az OP' szoge a pozitiv x tengely irdnydval), és a P pont 6 "elhajlisa”, azaz OP-nek a
pozitiv z tengellyel bezart szoge.

Mivel |OP'| = sin9|0? |, a gdmbi koordindtékkal kifejezve a a P ponthoz tartozé szokdsos
derékszogil (x,y, z) koordindtakat, azt kapjuk, hogy z = rsinfcosy, y = rsinflsing, z =
rcos f. Tehdt a gombi koordinatakra valé attérést a G(r, ¢, 8) = (rsinf cos @, rsinfsin g, r cos §)
leképezés valdsitja meg.

Az attérés Jacobi determindnsira

%(7"7 ©,0) %(Ta%a) %(Ta @, 0) sinfcosyp —rsinfsing rcosfcosyp
Ja(r,,0) = %(r,@,@) g—i(r,wﬁ) %(r, ©,0)|| = ||sinfsinp rsinfcose rcosfhsing
%(Ta ®, 9) %(Ta ©, 9) %(T, ®, 9) cos 0 —rsinf

aminek utolsé két oszlopabdl r-et kiemelve és a determindnst az utolsd sor szerint kifejtve
—sinfsing cosfcos . sin 6 cos — sin @ sin
. v At (—sinb) |, .. L v
sinfcosyp cosfsinp sinfsiny  sinf cos ¢

Ja(r,p,0) =12 |cos 8 = r2siné.




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — H

0.) (3 pont: 3 j6 vilasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?

a.) "Egy ), ap sor tetszéleges sorrendben atrendezve is mindig konvergens marad
pontosan akkor, ha abszolit konvergens.”
IGAZ (Lényegében ezt mondja ki Rieman tétele, azzal a tobblettel, hogy ilyenkor a
végtelen Osszeg értéke is ugyanaz marad minden atrendezés mellett.)

b.) "Ha \g = 4 az A € R*** métrix karakterisztikus polinomjanak 4-szeres gyoke,
6s A = AT akkor az Ax = 0 linedris egyenlet megoldisai négydimenzids alteret alkotnak.”
HAMIS (U.i. ha A = 4 4-szeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, akkor A = 0
egyaltaldin nem gyoke, és igy az Ax = 0 egyenletnek sincs gydke a trividlis x = 0-on kiviil.)

c.) 7Egy f € C?*(R* — R") fiiggvény adott pontbeli Jacobi-métrixa (derivilt-
métrixa) mindig ortogondlis transzformacidval diagonalizdlhato.”

HAMIS (Egy A matrix ortogonalis transzformaciéval diagonalizdlhaté pontosan akkor,
ha A szimmetrikus: méarpedig a Jacobi métrix nem sziikségképpen szimmetrikus, hiszen
pl. semmi kiilonos ok nincsen arra, hogy egy F = (Fy, Fy,..., F,) : R — R" leképezésre
O0F)/0x9 = 0Fy )0z dlljon fenn. F) és F, egymdstdl fliggetleniil tetszdlegesen megvalaszthato,
pl. lehet Fy = @1, Fy = 22, és akkor OF;/dxy = 0, OFy/0x1 = 211 kiilonbozéek.)

1.) (3 pont) Hogyan definidljuk egy f € R0, 27| Riemann-integralhat6 fiiggvény Fourier-
sorat? Milyen R — R fuggvények vizsgilatdban hasznos a Fourier-sor hasznilata?

A sor definidldsat az egyiitthatdk értelmezésével kezdjiik: ag := 2—; OQW f(z) dz, és n > 1-
re a, = 1 027r f(z) cos(nz) dz, by := L OQW f(x)sin(nz) dz: ezekkel az egyiitthatdkkal pedig

J Fourier-sora a formalisan felirt ag + > o7 | (ap cos(nz) + by, sin(nz)) sor.
A Fourier-sorok leginkdbb a periodikus figgvények (pl. a fizikdban a hullim-jelenségek)
vizsgalataban hasznosak.

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy kvadratikus alakot negativ definitnek? Hogyan jelle-
mezhetjiik ezt a tulajdonsigot a matrix sajatértékeivel? Es a matrix aldetermindnsaival?

Az A szimmetrikus métrixszal értelmezett xT Ax kvadratikus alak negativ definit, jelben
A< 0,haV x #0 esetén x” Ax < 0.

Ez a tulajdonsag ekvivalens azzal, hogy A Gsszes sajatértéke negativ.

Ugyancsak ekvivalens kritérium, hogy A 0Osszes fOminora — azaz a bal fels6 k x k-as
almétrixainak M} determindnsa — a (—1)¥Mj, > 0 feltételnek tesz eleget V k = 1,. .., n-re.

3.) (6 pont) Hogyan értelmezziik egy Jordan-mérhetd H C R"™ halmazon értelmezett
korlatos f(x) fuggvény Riemann-integraljat? Adja meg mind a hirom ekvivalens értelmezést
abban az esetben, ha f > 0!



Megoldds: Legyen az f fiiggvény grafja alatti halmaz Ay := {(X y) ER™! . x c Hés0 <
y < f(x)}. A Riemann-integral egyik értelmezése szerint [[ [, f(x)dx = V;,41(Ay), ahol V41
az n + 1 dimenziés Jordan-térfogat.

Tovabba jelolje Q; (j = 1,...,m) a H halmaz egy tetszéleges beirt (n-dimenzids) tégla-
felosztdsat és R; (j = 1,...,m) a H halmaz egy tetsz6leges (n-dimenziés) tégla-lefedését.
Az s(Q) = Y71 infq; f V,,(Q;) Osszegeket alsé kozelitd Riemann-Gsszegeknek, az S(R) :=
PRy supg, f Va(R;) Osszegeket pedig felsé kozelitd Riemann-Gsszegeknek nevezzilk. Ek-
kor f alsé- illetve fels6- Riemann-integrdlja a H halmazon az [[[ (f) = supgs(Q) és
[[[*(f) == infr S(R) értékek: az integrdl pedig definicié szerint pontosan akkor létesik,
ha ezek megegyeznek, és ekkor [[[, f:= [[[.(f) = [[["(f)

Végul, vehetjiikk a H halmaz osszes téglardccsal valé R ~ Ry,..., R, felbontisat, és
tetszdleges R; felosztasi tégldkra tetszdleges x; € R; elemeket. Az ehhez az R felosztdshoz és
X ~xi,...,X;, mintavételi pontokhoz tartozé Riemann-féle integral kozelitd 6sszeg S(R, X) =
Z;nzl J(x)Va(R;). Ha létezik olyan I € R véges érték, hogy limgsg)_,o S(R, X) = I — ahol itt
d(R) a felosztds ”finomsdga”: d(R) := maX] 1, d(R-), ahol d(A) az A halmaz atméréjét
jeloli — akkor azt mondjuk, hogy f € R(H) és f f i

3”77,2 — 9Ny 3

4.) (4 pont) Konvergens-e a Z " 1
n—n

n=0

numerikus sor? Vilaszat indokolja!

Megoldés: Az 1.n. specidlis 6sszehasonlité kritérium, vagy mas néven hatarérték-teszt
segitségével dolgozunk: OGsszehasonlitjuk az adott ) a, sort a ) b, sorral, ahol b, =
n(2/3)"

1 —n3/4r
nem nulla hatarérték van, és, mivel a,, b, > 0, a teszt alkalmazhatd: a két sor ekvikonvergens.

n(3/4)™ a sorunk {6 része”. Ekkor lim, ,o an/by, = lim, 00 = 1, tehdt véges

A )", by sor viszont konvergens. Konkrétan ezt tanultuk is: ) nz" = ﬁ konver-
—z
gens az |z| < 1 korben, igy a z = 3/4 pontban is (1.d. 2.1. Kovetkezmény a jegyzetben).
De a konvergenciat a gyokkritériummal vagy a hinyadoskritériummal is konnyen lathatjuk.
Lehet direkt megoldast is adni az a, tagok majorizdlasdval, azt felhaszndlva, hogy az
exponenciilis fliggvény minden hatvianynal gyorsabban né (illetve csokken) ha az alap > 1

(illetve < 1) A sor tagjainak becsléséhez elegendéen nagy n-re pl. irhatjuk, hogy a, <
STL

T < 4nn/2 < n(3/4)" < 1/n%, ami még mindig konvergens sort ad.

5.)a.) (5pont) IrjafelIn(0,6) értékét L(z) := In(1—x) Maclaurin-soranak segitségével!

b.) Taldljon olyan kiiszbszdmot, ameddig kiszamolva a sort, az eredmény mér legaldbb
2 tizedes pontossaggal jo kozelitést ad!

Megoldds: L(z) = In(l — z) = — 3o, 14" a fiiggvény Maclaurin-sora. Az z = 0,4

(2]

behelyettesitéssel az In0,6 = —> 7, sort kapjuk. Az N-edik részletosszeg hibajira

0,4 0 gN+1 n 0, 4N+1 1 gN+1 5
’S SN’ Zn N+1 N+1Zk 00,4 _N+1 1—0,4_(N+1)610Negyjo
hibabecslés. (Ennél rosszabbat kapunk, ha a Lagrange-féle maradéktaggal szimolunk.)
A hiba kisebb lesz, mint 0,005, ha 4¥*1.200 < 6(N + 1)10", ami leghamarabb N = 4-re
teljesiil is: ekkor u.i. 4% 200 < 6-5-10* < 2'9 < 15 102 = 1500, és ez igaz, tekintve, hogy
210 = 1024.




Nem volt kotelez6, de ennek alapjan ki lehet szamitani, hogy 2 tizedesjegyre pontos értéket
ad a —In(0,6) ~ 0,4+0,42/2+0,43/3+0,4*/4 = 0,4+ 0,08 +0,064/3 + 0, 0064 ~ 0, 4000 +
0,0800 + 0,02133 + 0,0064 = 0,50773 = 0,51 érték. (A szémitégép —0,51083-at ad.)

A Lagrange féle maradéktaggal szdmolva a hiba |S — S,| = ) I+ (1 — &)zt | =
gt 1 04nt! 0,4 (7)

1 —

(n+1)! (1-8)" §) SnTrl(l 047 = il

a hibabecslés szamitogép szerinti értéke pont 0, 00502 > 0,005 még): n = 7-re viszont mar
04¢2\7 _ 1¢2y6 _ 1 (8 V2 _ 1 —

ST =5(3)° =45 (£)" <45 (5)" = 5k < 505 = 0,005.

(A kiszamitdsndl tekintetbe véve a tovédbbi n = 5,6, 7-hez tartozé kifejezéseket is: ezek
0,45/5+0,4%/6+0,47/7 = 1024-107° {1/5+0,2/3 + 0,16/7} = 1024-1075 {0,2 + 0,06666 - - - + 0,02857...}
0,01024-0,2952--- = 0,002952 - -+ ¢, ahol € < 0,00024 -0, 3 < 0,00008, és igy az osszeadott
tagok értéke kb. 0,00296. Ezt Osszeadva az elsé ot tagra kiszamolt 0, 50773 értékkel adddik

—1In0,6 =~ 0,51069 — ami valgjdban méar nem csak kettd, de harom tizedesjegyre is pontos).

Ezzel a becsléssel el kell menni n = 7-ig (n = 6-ra

6.) (5 pont) Legyenck p(z) := 1 — 322, q¢(z) := 1 + 223, r(z) := 1 — 2z + 22 + 23,
s(z) := 1+ 3z. Kifeszitik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfoki polinomok Ps terét?

Megoldés: A teljes P3 tér 4 dimenzids, egy bazisa az 1 (konstans polinom), z, 2%, 2% rend-

szer. Ebben a bdzisban felirva az adott polinomok koordindtiit, a p = (1,0,—3,0),q =
(1,0,0,2),r = (1,-2,1,1) és s = (1, 3,0,0) egylitthaté-vektorok adédnak. A {p,q,r, s} rend-
szer pontosan akkor lehet generatorrendszer, ha az oszloptér 4 dimenziés, tehat ha a matrixuk
teljes rangu, nem-szingularis, azaz ha a vektorokbdl képzett determinans nem nulla. A kérdés

1 1 1 1
tehat az, hogy ‘p qr s‘ = _03 8 _12 g = 0 teljestil-e?
0 2 1 0

A kinulldzast az S3 + 357 sormiivelettel kezdve ebbdl ekvivalensen

11 1
0 -2 3 4 -2 3
_ —2
0.0 =23 |3 , 5017202 o 3= (=) | L 3 =27 20
03 4 37 | o = J 10 -5 3
02 1 0

Tehat a megadott polinomok generdtorrendszert (és igy bazist) alkotnak Ps-ban.

-2 2 =2 2
, 0 0 =2 (oo NN
7.) (9 pont) Hatdrozza meg az A = 0 -2 0 2 métrix sajatértékeit és a
0 0 0 2

sajatértékekhez tartozé sajatvektorait! frja fel a diagonalis alakot, ha A diagonalizalhatd!

A+2 -2 2 =2
0 A2 =2
0 2 A —2

0 0

Megoldas: Az A matrix karakterisztikus polinomjapa(A) = |M—A| =

Ezt el6bb az els6 oszlop, majd az utolsé sor szerint kifejtve pa(A) = (A —2)(A + 2) ‘ ‘

(A —2)2(X\ + 2)? és igy megkapjuk a karakterisztikus egyenletet, valamint a A\; = Ay = 2 és
A3 = Ay = —2 sajatértékeket.



A 2 sajatértékhez tartozé sajatvektorokat az (A — 2[ )x = 0 homogén lineéris egyenlet-

— —2 2
" . .. P 0 —2
rendszerbdl kapjuk, amelynek egyiitthaté matrixa 0 _2 B 2 . Ebbdl Gauss-Jordan
0
0 -2 —9 9 0 —2 9 2 é ? 1 :} redukau;wpcsés

e e [—4 2 =2 2] [—4 0 —4 4
elimindcié utan s
1
1

1
forma addédik, igy a sajatvektorok ¢ 1 + s (1) alakdak. Hasonléan, a —2 sajatértékhez
0 1
tartozé sajatvektorok az (A + 2I)y = 0 homogén linedris egyenletrendszerbdl szamolhatdak.
0o 2 -2 2
. e 0 -2 2 . e e,
Ennek egyutthatématrixa 0 -2 92 2 , amib6l a Gauss-Jordan eliminaciét az Sy — S
0 0 0 4
02 -2 2
, M , e 14 . 00 0 O
és S3 + 51 sormiiveletekkel kezdve és a redukalt 1épcsos alakig folytatva 00 0 4 =
00 0 4
o1 —1 1f .. .. , " . Y1
00 o 1| ki. Innen leolvasva tehit y; tetszlleges, yo = y3 és y4 = 0 adddik. A
1 0
., N 0 1 ,
sajatvektorok ennek megfelelen r 0 +q 1 alakuak.
0 0
Az A métrixnak van 4 linedrisan figgetlen sajatvektora, igy diagonalizdlhaté. A taldlt
1 0 1 1
., . ., o , 01 1 1
sajatvektorokat egymas mellé irva — és igyesen valasztva a sorrendet —a B := 01 —1 0
00 0 1
bézis attérési mitrix adédik. Ennek B! inverzét is Gauss-Jordan elimindciéval szamitjuk ki:
[1 0 1 1] 10 00 10 1 1 |1 0 0
0111‘010033—5’2011 1|0100 S3 + Sy
&
()1—10|0010(:)00—2—1|0—11051754752754
0 0 0 1 ] 00O0 1 00 0 1 | 0 0 01
(1 0 1 0] 1 0 0 — (128 1 000 | 1 —=1/2 1/2 -1/2
01 1 0]0 1 0 -1 7710100 |0 120 1/20 —1/2
00 -201] 0 -1 1 1 gﬁggs 0010 |0 1/2 -1/2 —1/2
0 0 0 1] 0 0 0 1 30001|00 0 1




1 —-1/2 1/2 —1/2
_ 0 1/2 /2 —1/2 , . s
1 _ .
ahonnan B™' = 0 12 —1/2 —1/2 . Tehat A diagonalizdltja:
0 0 0 1
10 1 1][-2 0 o0 0] [1 —-1/2 1/2 -—1)2
B 4 o1 1 1|0 -2 0 0[]0 1/2 1/2 -1/2
A=BDB " = 01 -1 0 0 0 2 0|0 1/2 -1/2 —1/2
00 0 1 0 0 0 2 1|0 0 0 1

8.) (3 pont) Tekintsiikk az F(x,y,2) = (cos(z + 2),zy + zz,y> + %) : R? — R3
fiiggvényt! Ekkor az a := (0,2,0) pont képe a b := F(a) = (1,0,5) pont lesz. Invertilhatd-
e differencidlhaté médon az F figgvény a b pont egy kornyezetében? Ha nem, indokolja,
miért nem, és ha igen, akkor hatarozza meg a G := F~! fiiggvény b koriili legjobb linedris
kozelitését!

Megoldas: Jeloljék a képtérben a koordindtikat (u,v,w), azaz legyen u(zx,y, z) := cos(z +
2),v(z,y, 2) == 2y + 2z, w(z,y, 2) = y? +e¥ és F(z,y,2) = (u,v,w): ekkor a G(u,v,w) =
(z,y, z) inverz fuggvényt keressiik a b := (1,0,5) pont kérnyezetében.

Az F € C' fiiggvény mindenképpen invertdlhats, ha a legjobb linedris kozelitése in-
vertdlhat6, azaz ha a derivalt-matrixa nem-szinguldris: viszont ha a derivalt-matrix szin-
guldris, akkor a fiiggvény vagy nem invertalhatd, vagy az inverze nem lesz differencidlhaté (és
igy nem lesz legjobb linedris kozelitése sem). A derivalt-matrix most

gq(a) %(a) %(a) Csin(z42) 0 —sin(z+2) 00 0
DF(a) = g—;’(a) g—Z(a) g—g(a) = y+z z z =12 0 0
(@) r(a) Fr(a) e’ 2y 0 a 1 40

Ez a matrix szinguldris, nem invertalhatd, igy F-nek vagy nincsen is inverze, vagy ha van is,
akkor az nem differenciilhatd, azaz nem lesz neki legjobb linearis kozelitése.

8 .. .
9.) (6 pont) Hatdrozzuk meg a v(z,y,2) = = + LA 4./z figgvény
z Yy
szélséértékhelyeit és azok jellegét!

Megoldas: Az értelmezési tartomdny a nevezdk és a gyok miatt D, = (R\ {0}) x (R
{0}) x [0,00) azaz a (z-ben) nemnegativ féltér, kivéve az z = 0 és y = 0 (z tengelyen
athaladd) sikokat. Ezen a (négy térnyolcadbdl 4ll6) értelmezési tartomanyon v € C*°(D,),
tehat differencidlhaté is, ezért szélséértékhelyek vagy a tartomany hatiran vagy belsd, tehat
kritikus pontokban léphet fel. A tartomany hataran fekvd sikok kozil egyediil a z = 0 sik, azaz
az xy tengelyek S ”alapsikja” tartozik D,-hoz, igy szélséértékhely vagy ezen, vagy kritikus
pontban fordulhat el6.

A hatédrra vonatkozéan a ¢ := v|g megszoritis fiiggvény egy kétvaltozds figgvény lesz:

8 .
olr,y) = = + g + —. Az S sikra nézve v-nek feltételes szélséértékhelyét kapjuk, ha az
T Y

x,y véltozokban op-nek szélséértéke van. D, most négy nyilt siknegyed, tehdt a hatdra nem

tartozik hozzd, és csak belsé pontban - azaz kritikus pontban - lehet széls6értéke. KEzért
szitkséges feltétel, hogy Vi = 0 legyen, tehdt (1 — %, — &) = (0,0), amibsl 22 = v,

20 1 Yy

y? = 8z = y* = 6422, amibdl y* = 642? = 64y = 3> = 64 és y = 4 (merthogy y # 0), tehdt



végiil z = y?/8 = 2 is ad6dik. Tehdt ¢ egyetlen kritikus pontja S-en a p = (2,4) pont. Itt a
masodik derivdlt matrix vagy Hesse matrix

02 2 9
H = D@ s(p) = [gg‘?(p) gg‘j(p)] _ [ JC—%{I —1% 0] ‘ _ [ 1 _1/4] |
o (P) 5% — Ly s

)
—
o

~—

Ez a Hesse-matrix pozitiv definit: ez konnyen latszik pl. a féminorok pozitivitasa alapjan, de
akdt a sajatértékek meghatdrozisival is: ehhez a karakterisztikus egyenlet Pi(\) = (M —H| =
AJ; \ i/f/4 — X2 — 5/4) + 3/16, amib8l Ao = 5/8 £ /2564 — 3/16 = 5/8 + V/I3/8,
tehat mindenesetre A1, Ao > 0. Ezért H > 0 és p-ben minimuma van ¢-nek, azaz S-re
vonatkozdan feltételes minimuma van r-nek.

Azt, hogy ez egyuttal lokdlis minimuma-e v-nek az S-re valé megszoritds nélkiil is, az attol
fiigg, hogyan viselkedik a v(z, y, z) fiiggény a (2,4, 0) pont kozelében. Legyen pl. most ¢)(z) :=
v(2,4, z), akkor ¢(z) = 8 + z — 44/z, ami egy [0, 00)-n folytonos, (0, co)-ben differencidlhatd
fiiggvény, és a derivéltja ¢'(z) = 1 —2/y/z < 0, ha 0 < z < 4, igy v (szigordan) monoton
csOkkend [0, 4]-ben. ezért tehdt v-nek nincsen minimumbhelye a p* := (2,4,4) pontban, és
ezek szerint v-nek nincsen D, hatardn szélséértékhelye.

A kritikus pontokat a Vv = 0 egyenlet definidlja. Ezt kiszamitva tehdt (0,0,0) = Vv =
1-2Z 1_ 8, 2

2 y? Vz
y = 4. Tehat v egyetlen kritikus pontja q := (2,4, 4).

Hogy van-e a q := (2,4,4) pontban széls6értékhely, és ha igen, akkor milyen, annak

eldontéséhez ismét a masodik derivalt kiszdmitdsdhoz folyamodunk:

) igy 2z = 2, z = 4, és a fenti szdmoldssal azonos mdédon = = 2,

A CUNE = TCINE = C) y Lo 1 -1/4 0
H=|5%@ S¢@ Sr@| =[5 5 0 || =|-1/4 4 o
Pr(q) (@) %(q) 0 0 Zplla LO 0 1/8
A karakterisztikus polinomot (az utolsé oszlop szerinti kifejtéssel kezdve) konkrétan meg is
A—1 1/4 0
hatdrozhatjuk a gyokeivel egyiitt: Py(\) =|A[ — H|=|1/4 X—-1/4 0 =
0 0 A—1/8

(A—1/8)(A—1/8) (A2 —5/4A + 3/16), amib8l A3 = 1/8 és A1 2 = 5/8 £1/13/8 > 0 mint fent,
tehat az Osszes sajatérték pozitiv, H > 0 és g-ban minimum van.

Be lehet latni H > 0 fennallisat a féminorok vizsgalataval is: My = hyp = 1 > 0,
My =3/16 >0 és M3 =det H = 3/(128) > 0, tehdt M >0 (k=1,2,3), igy H > 0.

10.) (3 pont) Teljes differencidl-e a (cos ze¥t* +2) dz +sinze¥ dy+ (sinzeV™* +1) dz
kifejezés?

Megoldas: Igen. Ehhez a Young tétel kovetkezményeit kell ellendrizni, mivel a folytonosan
derivdlhaté U(z,y,z) := coszedt? + 2, V(z,y,2) = sinzeV™® és W(z,y,2) = sinze¥™? +
z figgvények pontosan akkor lesznek egy p(z,y,z) potencidlfiggvény parcidlis derivaltjai,
ha teljesiil az, ami p-re a Young tételbdl kovetkezik a keresztben vett parcidlis derivaltak
egyenléségére.

Tehdt U, = coszeV™* és V; = coswe’™?, megegyeznek; U, = coszeV™* +1 és W, =
cos ze¥ " + 1, megegyeznek, és végiil V] = sinze¥** és Wy = sinzeV ™, egyenldek.



Nem volt kérdés, de a potencidlfiiggvényt is kiszamolhatd: p(z,y,z) = sinx eV +z2+C.

Abban az esetben, ha valaki a feladatot igy értelmezte (félre), hogy U(x,y, z) = cos (ze¥ %)+
z vagy esetleg U(x,y,z) = cos(ze¥"* + z), akkor helyes derivdldsok esetén a Young tétel
feltételei sériilnek és nem létezik potencidlfiiggvény. (Erre a tévedésbél megoldott konnyebb
feladatra 2 pontot megadtunk.)

11.) (3 pont) Széamitsa ki az I := /// cos(z + 2y + 32’)(6I2 + sh/z) dzdydz
JK
harmasintegrélt, ahol a K halmaz a [0, 7]® kocka!

Megoldas: Fubini tételével szukcessziv egyszeres integralokra térunk at, gy, hogy leg-
beliil az y valtozé szerinti integralds legyen. Igy I = Jo Jo Jo cos(z + 2y + 32)(e”” +
shy/z) dy dz dz = [ f()7r(t3””2 +sh/z) (fy cos(z + 2y + 3z) dy) dz dz = 0, tckintve, hogy
o cos(a +2y) dy = fo% cos(a +t) 5 dt = 0 tetszOleges rogzitett a mellett.

12.) (7 pont) Egy R = 26 cm sugart — kozel gomb alaki — gorédgdinnyébe egyenes kip
alakt L léket vagunk igy, hogy annak cstcsa a D dinnye kozepébe érjen. Hanyadrészét teszi
ki a lék térfogata az egész dinnyéének, ha a kidpnak a gomb héjandl £ = 10 cm a sugara?
(Utmutatds: Haszndljuk az (z,y,2) = G(r,¢,0) := (rsinf cos g, rsinfsin o, r cosd) gombi
koordindtdkra val6 attérést!)

Megoldas: A teljes dinnye térfogata V(D) = 4” R3, ami kozismert, de ugyanugy ki is lehet
szamolni, mint most aldbb a 1ék térfogatdt fogJuk Az L lkre V(L) = [[[, ldzdydz =
[Jf5 Ja(r, ¢, 0)drdedd, ahol J a G(r,¢,0) = (rsm@cosgo,rstsmw,rcosG) gombi ko-
ordindtakra valé attérés leképezés Jacobi-determindnsa (derivaltmdatrixa determindnsdnak
abszolit értéke) és E az L kiapmetszetnek megfelel§ koordindta-harmasok a gémbi koor-
dindtékban felirva: azaz £ = {(r,p,0) : 0 <r < R, 0< ¢ <27 0< 6 < a} =
[0, R] x [0,27] x [0, @], ahol a feltételek szerint o := arcsin(¢/R). A gémbi koordindta-attérés
Jacobi-determinansa Jg(r, ¢, 9) = sinfr?. Tehat ebbdl a Fubini tétel alkalmazdsaval szuk-

R
cessziv integralokra dttérve V(L) = [i* [, 2 fOR sin@r2dr dp df = [%}0 27 [y sing df =
27 R3[1 — cos @

3
Ha D teljes térfogatat szamoljuk, akkor itt o = m-ig kell elmenni: ezért a két térfogat

1 — cos(a
ardnya lathatéan A = 205

V1 —=sin?(a) = /1 — (¢/R)2 = /1 —25/169 = \/144/169 = 12/13, azaz X = 1/26.

. Végiil behelyettesitve és az ismert azonossagokkal cos(a) =




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatsor — J

Détum: 2016. junius 3. Munkaidd: 90 perc

Hallgaté Neptun kddja:

Hallgaté neve:

0.) (3 pont: 3 j6 vilasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?
a.) "Ha egy ), ay sor tetsz6leges s € R érték esetén dtrendezhetd s-hez konvergens

modon, akkor a végtelen sor abszolut konvergens.”
b.) ”"Ha az A € R™™ métrix sajatértékei A\; < --- < A, akkor A diagonalizdlhato.”

c.) "Egy, a K := {(x,y) € R? 7?2 + y? < 1} zéart egységkorlapon értelmezett
folytonos f fliggvénynek legalabb két kiilonb6zé K-beli pontban van tamaszsikja.”

1.) (4 pont) Fogalmazza meg és igazolja az .n. ortogonalitési relaciokat!

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy kvadratikus alakot pozitiv definitnek? Hogyan jelle-
mezhetjiik ezt a tulajdonsigot a matrix sajatértékeivel? Hs a matrix aldeterminansaival?

3.) (5 pont) Mik a V, Jordan-térfogat alaptulajdonsigai? Milyen egyértelmiiségi tétel

érvényes ezekkel az alaptulajdonsidgokkal?

2 (=1)"logn
4.) (5 pont) a.) Igazolja, hogy a Z ————— végtelen sor konvergens!
n=1 \/ﬁ
b.) Keressen az € := 0,01 értékhez alkalmas N := N(e) kiisz6b-indexet, amelyre
teljesiil, hogy n > N esetén az n-edik részletosszegek a sor Gsszegét € hiban beliill megkozelitik!

(Segitségiil: Nem nélkiilozhetetlen, de felhasznalhatd, hogy e ~ 2, 7183 és In 10 =~ 2, 3026.)

arctanx — sinz

5.) (5 pont) Szamitsa ki a lim 3 hatarértéket!
70 x3 cosx
0 6 3 ) 2
2 0 —2 -2 1
6.) (3 pont) Allapitsa meg, hogy a |4|, [0|, | 4 |, | 0 | és |=1| vektorok linedrisan
1 3 -1 1 1
2 0 —1 0 3

fiiggetlenek-e R®-ben!



—_ = =
N DN DN
W W W
NG

7.) (10 pont) Legyen A = . Hatdrozza meg A sajitértékeit, a sajitértékekhez

1 2 3 4
tartozd sajatvektorait, és irja fel a szokdsos diagonalizalt alakjat!
(Utmutatds: Vegyiik észre, hogy az R(A) képtér 1 dimenzids, és keressiink sajitvektort
ennek alapjan! Haszndljuk fel, hogy A szinguldris, igy van trividlis sajatértéke is.)
8.) (4 pont) A z = f(z,y) fiiggvény a 2* — zy + yz + y® = 2 fiiggvényegyenletnek tesz
eleget. Hatdrozza meg f gradiensét a p := (1, 1) pontban!

27 27 .. .
9.) (4 pont) Hatdrozza meg a pu(z,y) := zy + — + — kétviltozds valds fiiggvény
Z Y

széls6értékhelyeit és a szélsdértékek jellegét!
10.) (3 pont) Teljes differencidl-e az (y + shz) dx + (z + sin(zy)) dy + (y + chz) dz

kifejezés? Ha igen, keressiik meg a potencidlfiiggvényét, ha nem, bizonyitsuk be, hogy az nem
létezik!

11.) (4 pont) Szdmitsa ki az X := 02 3 fy/;n?’ e*’ dx dy integral-kifejezést!

12.) (7 pont) Egy R = 7 cm sugard tomor fémgomb egyik fele vasbol, masik fele
aluminiumbdl késziilt. Hol lesz a gémb sulypontja? (Vegyik ugy, hogy a vas fajsilya =~ 7, 8,
az aluminiumé = 2,7 kg/dm?.)

EMLEKEZTETO: A GOMBI KOORDINATAK

A térben egy P pont gombi koordindtai az r := ]O?| = 22 +y?+ 22, a P pontnak
az wy—sikﬂetitett merdleges P’ vetiiletének a poldrkoordindtdkbdl jol ismert ¢ irdnyszoge
(azaz az OP' szoge a pozitiv x tengely irdnyaval), és a P pont 6 "elhajlisa”, azaz (ﬁ—nek a
pozitiv z tengellyel bezart szoge.

Mivel |OP'| = sin0|OP], a gémbi koordindtakkal kifejezve a a P ponthoz tartozé szokdsos
derékszogii (x,y, z) koordindtakat, azt kapjuk, hogy z = rsinfcosp, y = rsinfsing, z =
r cosf. Tehat a gombi koordindtdkra vald attérést a G(r, ¢, 8) = (rsin @ cos ¢, r sin sin @, r cos 6)
leképezés valésitja meg.

Az attérés Jacobi determindnsara

%(Ta ©,0) %(Ta%g) %(Ta @, 0) sinfcosyw —rsinfsing rcosfcosp
Ja(r,,0) = %(r,(p,@) %(r,g@,@) %(r, ©,0)|| = ||sinfsing rsinfcosy rcosfsing
%(7% ®, 0) 3757(717 ®, 0) %(’F, ®, 9) cos 0 —rsinf

aminek utolsé két oszlopdbdl r-et kiemelve és a determindnst az utolsd sor szerint kifejtve
—sinfsing cosfcosy + (—sinf) sinfcosyp —sinfsingp
sinfcosp  cosfsinp sinfsing  sinfcosp

Ja(r,¢,0) =r? |cos = r?sin6.




Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem Gépészmérnoki Kar
Energetika és Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H — Vizsga feladatok megoldasai — J

0.) (3 pont: 3 j6 vilasz 3 pont, 2 j6 1, kevesebb 0 pont) Melyik allitas igaz, melyik nem?

a.) "Ha egy >, aj sor tetszéleges s € R érték esetén atrendezhetd s-hez konvergens
moédon, akkor a végtelen sor abszolut konvergens.”
HAMIS. (Ha csak két kiilonboz6 értékhez at lehet rendezni a sort, akkor Riemann tétele
értelmében mér nem lehet abszolit konvergens .)

b.) "Ha A\ < -+ < A, sajatértékei az A € R™™™ métrixnak, akkor A diagonalizalhatd.”
IGAZ. (U.i. a feltétel szerint van n killonbo6zé sajatérték, marpedig minden sajitértékhez
kell lennie legaldbb egy sajatvektornak — t.i. az (A — AI)x = 0 egyenletnek van nem-trividlis
megoldasa, mert szinguldris az egyiitthaté-matrixa — ezért tehat vannak kelld szamban (n-en)
kilonboz6 sajétértékekhez tartozd, és igy linedrisan fiiggetlen sajatvektorok, amelyekkel lehet
diagonalizalni. Kiilonben sajatérték bazisban minden transzformacié diagondlis.)

c.) 7Egy, a K := {(z,y) € R? : 224+ 4?2 < 1} zdrt egységkorlapon értelmezett

folytonos f fiiggvénynek legaliabb két kiillonboz6 K-beli pontban van tamaszsikja.”

IGAZ. (U.i. a korldtos és zart K halmazon folytonos f fiiggvénynek van m minimuma és
M maximuma — valamilyen P € K pontban felveszi az infinuméat, m-et, és valamilyen () € K
pontban felveszi a maximumat, M-et — és igy P-ben is és (J-ban is vizszintes tdmaszsikja van.
Ha véletleniil P = @ nem kulonbozik, akkor pedig m = M, tehit f = m konstans, és igy K
minden pontjdban vizszintes tamaszsikja van.)

1.) (4 pont) Fogalmazza meg és igazolja az i.n. ortogonalitisi reldciékat!

Komplex alakjukban ez az €* (n € N) alakt fiiggvények ortogonalitasardl szél: azt
2w
mondja ki, hogy ha m # n, akkor / =mtdt — 0. A bizonyitds: k :=n —m # 0 esetén
0

2 ikt 72T
elktdt — —
0 ik
Az Euler formuldkon keresztiil ezek ekvivalensek a Fourier-sorok valds alakjaban szerepld
alapfiggvények megfeleld ortogonalitdsi relacidival. Az ortogonalitasi relacidk valds alakban

= 0. (Ezek a formuldk az @.n. komplex ortogonalitdsi reldciék e™™-re.)

2 2w 2m
azt jelentik, hogy / cosnx cosmx dr = / sinnzsinmz dr = / cosnxsinmz dr =
0 0 0
27
0 (n#m)és cosnzsinnz dr = 0 — azaz a trigonometrikus sor valés alakban is orto-

0
gonalis. A komplex alak helyett ezt is ki lehet integralni, bar kevésbé gazdasigos (mert harom
integraldst és trigonometrikus azonossigokat kell alkalmazni) - gyorsabb a komplex alak.

2.) (3 pont) Mikor neveziink egy kvadratikus alakot pozitiv definitnek? Hogyan jelle-
mezhetjiik ezt a tulajdonsigot a matrix sajatértékeivel? Es a matrix aldetermindnsaival?

Az A szimmetrikus métrixszal értelmezett x” Ax kvadratikus alak pozitiv definit, jelben
A > 0, haV x # 0 esetén x' Ax > 0. Ez a tulajdonsig ekvivalens azzal, hogy A Osszes
sajatértéke pozitiv. Ugyancsak ekvivalens kritérium, hogy A Gsszes féminora — azaz a bal



felsé k x k-as almatrixainak M} determindnsa — az My > 0 pozitivitasi feltételnek tesz eleget
minden k£ =1,...,n-re.

3.) (5 pont) Mik a V,, Jordan-térfogat alaptulajdonsdgai? Milyen egyértelmiiségi tétel
érvényes ezekkel az alaptulajdonsigokkal?

0. V,(]0,1|") = 1 (normaltsig);

1. Ha A= B + v (vagy, ha A = B) akkor V,,(A) = V,,(B) (invariancia);

2. Ha A D B akkor V,,(A) > V,,(B) (monotonitas); < V H-ra V,,(H) > 0 (pozitivitas);
3. V(AU B) =V, (A4) + V,(B) ha A, B Jordan-mérhetdek és AN B = () (additivitas).

Tlyen feltételeket kielégité halmazfiiggvény csak egyetlen egy létezik.

4.) a.) (b pont) Igazolja, hogy a Z (=1)" logn
n=1 \/ﬁ

b.) Keressen az ¢ := 0,01 értékhez alkalmas N := N(eg) kiiszob-indexet, amelyre tel-

jestl, hogy n > N esetén az n-edik részletosszegek a sor Osszegét € hiban belil megkozelitik!
(Segitségiil: Nem nélkiilozhetetlen, de felhaszndlhaté, hogy e ~ 2, 7183 és In 10 = 2, 3026.)

végtelen sor konvergens!

Megoldas: A konvergencia nyilvanval6 abbdl, hogy a tagok eldjelei véltakoznak, és abszolut
értékei (egy indextdl kezdve) csokkendek: azaz a sor alternald (Leibniz tipusid) sor.

A monoton csokkenés azért igaz, mert az f(t) := logt//t fiiggvény derivéltja f'(t) =
32 — %g—%, ami negativ, mihelyst logt > 2 azaz t > €2 lesz.

E sorokra érvényes az Ry := |5 — Sn| < ay41 hibabecslés, igy olyan N elegend8, amelyre
log(N +1)/v/N +1 < e. Az elébb igazoltuk, hogy ez a kifejezés monoton csokken, igy az
e = 0, 01-hez prébalgatassal kereshetiink alkalmas N-et: pl. ha N = 10.000, akkor v N = 100
és log N > 1 miatt még nem lesz j6 a hanyados; ha felmegyiink mondjuk N = 1.000.000-ig,
akkor log 1.000.000 = 6log 10 > 12 miatt még mindig log N/v/N > 12/1000 > 0,01, de ha
egészen N = 100.000.000-ig elmegyiink, akkor log N/v/N < 71n10/10.000, és In 10 < 3 (mert

e>2,7-re e’ >2-2.25=10) igy log 100.000.000/+/100.000.000 < 7 - 3/10.000 < 0,01.

arctanz — sinw
5.) (5 pont) Szamitsa ki a lim 3 hatédrértéket!
&0 x3 cosx

Megoldas: Elbszor is, vegyiik észre, hogy lim, ,ocosz = 1, igy a szorzat hatdrértékére vo-
arctanz — sinx

natkozo szabdly értelmében ha létezik a hatarérték, akkor az ugyanaz, mint a liH(l) 3
T— ZT

limesz. (Egyébként innentdl kezdve az el6addson elhangzott és az eléadé honlapjin meg-
talalhatd jegyzet 2.13. Példdjaként rogzitett feladat majdnem sz6 szerint ugyanez — csak ott

tg van arctan helyett.)
dt
Iy 1+t2 = Jo Lnso(=t)dt = 3200, [y (=1)"t*rdt =

o™, kapjuk, hogy |z| < l-re arctanz = z — %x‘g + O(z®); hasonléan, tudjuk,

Alkalmazva, hogy arctanz =
oo (_1)n
Z D ———

n=0 n 4+ 1
hogy sinz = > °° 7(—1)" antl
n=0 (2n, + 1)!
a harmadfokig kiirt hatvanysorok az adott figgvény 0 korili legjobb harmadfokt kozelitései,
azaz a hiba o(z3), még x3-bel elosztva is 0-hoz tart.

=x— %x?’ + O(z%) — itt a hibabecsléseknél elegendd, hogy



arctanz —sinz . (z— 123 +0(23)) — (z — 123 + o(z?)) 1

Ezt beirva tehat lim 3 = lim 3 = ——.
z—0 T z—0 T 6
0 6 3 5 2
2 0 —2 -2 1
6.) (3 pont) Allapitsa meg, hogy a |4|, [0|, | 4 |, | 0 | és |=1| vektorok linedrisan
1 3 —1 1 1
2 0 -1 0 3

fiiggetlenek-e R3-ben!

Megoldas: A vektorok linedrisan fiiggetlenek pontosan akkor, ha a beléliikk képzett matrix
maximalis rangu, azaz nemszinguldris, tehat ha a determindnsa nem 0. fgy a determinanst
pontosan nem is kell kiszdmoljuk, csak azt kell nyomon kovessiik, hogy olyan atalakitasokat —
sor- és oszlopmiiveleteket — végezziink, amelyekkel a determindns nem-nulla volta megmarad.

06 3 5 2 -2 0 5 3 0
-2 5 3 0
2 0 -2 -2 1 2 0 -2 =2 1
10 4 0 Ty 0 4 0 1~ Z _42 _02 _11 Sl+(_3/2)52
13 -1 1 1 o 1 3 -1 1 1 9 _1 0 3 o
20 -1 0 3 2 0 -1 0 3
1 2 0 3/2
o —2 —9 1| |V 2 32 L 2 315 904 0,420, 3
=10 & 0 i~k o4 —f~fro4 2 g 2
9 _1 0 3 2 -1 3 2 -1 6 14 11 6
7 8 1 8 1 8 o .
~ 14 11‘ =7 ‘2 11‘ ~ ‘2 11‘ =11-16#0 = a vektorok linedrisan fuggetlenek.
1 2 3 4
1 2 3 4 . AP s
7.) (10 pont) Legyen A = 1 23 4 . Hatdrozza meg A sajitértékeit, a sajitértékekhez
1 2 3 4

tartozd sajitvektorait, és irja fel a szokdsos diagonalizalt alakjit! (Utmutatés: Vegyik észre,
hogy az R(A) képtér 1 dimenzids, és keressiink sajatvektort ennek felhasznédldsdvall Azt is
vegyiik tekintetbe, hogy A nyilvanvaléan szinguldris, igy van trividlis sajatértéke is.)

Megoldas: Az A matrix rangja egy, igy az dltala meghatirozott linedris leképezés képtere

1
1 dimenziés: példaul a v := 1 vektor kifesziti, ezért a v vektor sajatvektor is egyben.
1
1 2 3 4] [1 10 1
. 12 3 4|1 10 1 - .
Mivel Av = 192 3 4] 111 = liol = 10 1= 10v teljesiil, ezért a v vektorhoz a 10
1 2 3 4] (1 10 1

sajatérték tartozik.

A dimenzié tételbdl adédik, hogy a magtér (ami a 0 sajaértékhez tartozé sajataltér is egy-
ben) 3 dimenzids, igy a 0 sajatérték haromszoros multiplicitdssal. EbbSl mar az is kovetkezik,
hogy rendelkezésre all négy fuggetlen sajitvektor, tehdt A diagonalizdlhatd, és a diagonalizalt
alakjaban a D diagondlis matrix atléjaban rendre 10, valamint 0,0 és 0 dllnak.



A X334 = 0sajatértékhez tartozé sajatvektorok az Ax = 0 homogén linedris egyenletrend-
szer megoldasal, ami az x; + 2z + 3z3 + 44 = 0 egyenletet jelenti (az r.e.e.f. [1 2 3 4]

2 3 4
” o (e 0 0
lesz). Ebbél a 0 sajitértékhez tartozé sajatvektorok: ¢ + s 1 +r 0
0 0 -1
A diagonalizalasahoz tehat a fenti linearisan fuggetlen sajatvektorokbdl 4116 bazisra tériink
12 3 4
y ridogs o 1 -1 0 0] , 1
at, melynek attérési métrixa B = 1 0 -1 ol'% A=BDB™.
1 0 0 -1

A B! inverz matrix kiszamitdsahoz Gauss-Jordan elimindciét hasznilunk: az eredmény
gyorsabb elérése (a sok 0 egyitthaté kihaszndlisa) érdekében azonban elészor is elvégezziik az
5142855, 51+353 és S1+4S54 sormiiveleteket. Igy kapjuk, hogy a kibévitett egytitthatématrix

(1 2 3 4 | 10 0 0 o 0 0 0 | 1 23 4 .
To0~°1
1 -1 0 0 | 0100 - 1 -1 0 0 | 0100 Sy 51,500 51,5451
1 0 -1 0 | 0010 1 0 -1 0 | 0010 &
1 0 0 -1 ] 00 01 1 0 0 -1 1] 0001
1 o o O | 01 0,2 0,3 04 ()5, 10007 01 02 03
o -1 0 o0 | -0,1 0,8 0,3 —0,4| (s |0 1. 0 0 | 0,1 —0,8 0,3
o 0 -1 0 | -01 -0,2 0,7 —-0,4| (-DSa {0 0 1 0 | 0,1 0,2 -0,7
o o o -1 | -01 —-0,2 —-0,3 0,6 < 0001 01 0,2 03
tehat
0,1 0,2 0,3 0,4 1 2 3 4
Bl 0,1 -0,8 0,3 0,4 _ 111 -8 3 4
- 10,1 0,2 -0,7 0,4 101 2 -7 4
0,1 0,2 0,3 -0,6 1 2 3 -6
Végiil A diagonalizdlasa igy néz ki:
1 2 3 4 10 0 0 O 1 2 3 4
1 -1 0 0 0 00 O 1|1 -8 3 4
_ -1 _ L
A=BDB™ = 1 0 -1 0 0 00 O 10|10 2 -7 4
1 0 0 —-1]]10 0 0O 1 2 3 -6

8.) (4 pont) A z= f(z,y) fiiggvény a 23 — xy + yz + y> = 2 fiiggvényegyenletnek tesz
eleget. Hatdrozza meg f gradiensét a p := (1, 1) pontban!

Megoldas: Elészor is meghatdrozzuk, mi a zo = f(p) = f(1,1) érték. Ez a behelyettesités
szerint a 25 + z = 2, 2> + z — 2 = 0 harmadfokii egyenletnek tesz eleget. Ranézésre is latszik,
hogy zp = 1 ennek gyoke, igy a z — 29 = 2z — 1 faktorral elosztjuk a harmadfoki polinomot és
kapjuk, hogy 2% + 2z — 2 = (2 — 1)(2% + z + 2). Az utébbi mésodfoki faktornak nincsen valds
gyoOke, igy az egyenletnek egyetlen valés megolddsa van, a z = zyp = 1. Tehat f(p) =1, és a
q:= (1,1, f(p)) = (1,1,1) ponton halad it az implicit médon megadott z = f(x,y) figgvény.

Az implicit egyenlet azt jelenti, hogy az F(z,y, z) := 23 —zy+yz+y> : R? — R fiiggvénybe
behelyettesitve a z = f(z, y) fliggvényt, azonosan konstans fliggvényt kapunk. (Pontosabban:
ha G(z,y) := (z,y, f(z,y)), akkor a H := F o G : R? — R komporziciéfiiggvény konstans 2.)

0,4

0,4

0,4
—0,6



of

fgy az implicit alakban megadott fligguények derivdldsdrol szolo tétel értelmében — =

O0x
oF 9 f 8F
—g—}ﬁ és —— = 8 F, tehat ki kell szamoljuk F' mindegyik parcialis derivaltjat.
0z ay 0z

Ezt elvégezve, VF = (—y, —z + 2+ 3y°, 322 + y), tehdt Vf = (
ugyhogy a p = (1,1), zg = 1 értékeket beirva Vf(p) = (1/4,—-3/4).

27T 27
9.) (4 pont) Hatdrozza meg a p(x,y) = zy + — + — kétviltozds valés fiiggvény
)

Y z— 2z — 3y?
3224y’ 32+y )’

szélséértékhelyeit és a szélsGértékek jellegét!

Megoldds: Az értelmezési tartomdny a nevez8k miatt D, = R?\ ({z = 0} U {y = 0}), azaz
a sik, kivéve az x és y tengelyek egyeneseit. Ezen az értelmezési tartomanyon p € C°(D,),
tehat differencidlhatoé is, ezért szélséértékhelyek vagy a tartomany hatardn vagy kritikus pon-
tokban fordulhatnak el§. A tartomdny nyilt halmaz, a hatira (az x és y tengelyek) nem
tartozik hozzd, igy csak belsd, tehat kritikus pontokban fellép6 széls6értékhelyek lehetnek.

A kritikus pontokat a Vi = 0 egyenlet definidlja: ezt kiszdmitva Vi = (y — Q—Z, T — 5—7) =
(0,0) tehat zy = 27 = zy? és ebbdl x =y és 23 = y3 = 27, tehdt z = 3, y = 3.

Hogy van-e az a := (3,3) pontban szélsGértékhely, és ha igen, akkor milyen, annak
eldontéséhez a masodik derivalt kiszamitasdhoz folyamodunk:

62 82
Ox? (a) 8mu (a)

G Bol- w1

H := D2 ),u - [ N
Konnyen adédik, hogy a métrix sajatértékei — a det(H —AI) = (2= X2 —1= (3= X)(1—X)
karakterisztikus polinom gyokei — \; = 3 és A9 = 1, mind pozitivak, igy H > 0 (pozitiv
definit) és ezért az a = (3, 3) pontban lokalis minimum van.

Be lehet 1atni H > 0 fenndllisat a fominorok vizsgalatival is: My = hyy = 2 > 0 és
My =det H=3 >0, tehat My >0 (k = 1,2), igy H > 0 és minimum van a-ban.

10.) (3 pont) Teljes differencidl-e az (y 4+ shz) dx + (2 + sin(zy)) dy + (y + chz) dz
kifejezés? Ha igen, keressiik meg a potencidlfiggvényét, ha nem, bizonyitsuk be, hogy az nem
létezik!

Megoldéas: Nem létezik potencidlfiiggvénye, mert a feltételezett F(z,y, z) potencidlfiiggvényre
nem teljestilne a Young tétel, holott az itt megadott gradiensvektor koordinatafigvényei mind
CY(R) (és igy F € C*(R)) fiiggvények.

A Young tétel szerinti egyezések tényleg nem allnak fenn, mert pl. az x és y szerinti

kétszeres parcidlis derivaltakra, a(%zhm) =1, mig M = ycos(zy), kiilonbozbek.

2vIn3 f\/m

11.) (4 pont) Szdmitsa ki az X := [ @ dx dy integral-kifejezést!

Megoldas: A belsd, dz szerinti integral nem 4ll el6 explicit, zart alakban (mert e’ primitiv
fiiggvénye nem elemi fiiggvény), igy a belsé integral kozvetlen kiszdmitdsa bonyodalmas: csak
hatvanysorral tudnank felirni. (Ez egyébként jarhaté 1t, csak nehezebb: 14sd alabb.)

Inkabb Fubini tételével térjiink at kétdimenzids, tertleti mtegralra ekkor a kiszamitandé
mennyiség az a := v/In 3 jeloléssel tigy frhaté, mint X := [J; € “do dy, ahol a 7" sikidomot a
0<y<2aésy/2<z<aazazy <2z < 2a feltételek hatarozzik meg. T tehdt az O, az
A(0,a) és a B(a,2a) pontok altal kifeszitett hdromszog lesz.



Most ismét Fubini tétele szerint egyszeres integralokka alakitva az integrdlt, de ezuttal
belil az y viltozé szerint integrélva, a hatdrok 0 < y < 2z és 0 < x < a lesznek: X =

3 fom dy dz = [, VIng 290 dx = e’y =3-1=2.

A 7direkt”, hatvinysoros megolddshoz tovabbi emlités nélkiil felhasznaljuk, hogy a sze-
replé sorok konvergenciasugara 00, igy az elvégzett miiveletek mindig jogosak. A bels6

integralra e? hatvinysordba z = z?-et helyettesitve, majd az egyenletesen abszoliit kon-
vergens sor Osszegzését az integréléssal felcserélve, fy“/2 e dr = ya/2 > %mQ" dr =

S [y e de = T b [ 20+ )], = T, m[a%ﬂ — (y/2)*+!], amit

tovabb integralva az y szerinti kiils6 integréllal X = f [a®" ! —(y/2)2" ] dy =

2n+1)n'
2 2q)2n+2 -
Yonzo @it Jo [0 = (/2P dy = 300 Gy [(2a) 2t B Gt —
a2n+2 2n+2 2yn+1 2
>n=o (2n+1)n'[2a2n+2 ] = 2 n=0 (2(;L+1)n! anti = > nzo ((an)+1)! =et —1=3-1=2

12.) (7 pont) Egy R = 7 cm sugari tomor fémgémb egyik fele vasbdl, masik fele
aluminiumbdl késziilt. Hol lesz a gémb silypontja? (Vegyik tigy, hogy a vas fajsilya ~ 7, 8,
az aluminiumé = 2,7 kg/dm®.)

Megoldas: Ha a vas félgomb F' és az aluminium félgémb A, akkor vdlasszuk tgy a koor-
dindtarendszeriinket, hogy a gomb kézéppontja az O pont legyen és éppen a vas félgémb legyen
feliil (a z > 0 féltérben). Ha csak az egyik (mondjuk a vas) félgémb stlypontjit keressiik,
akkor a forgdsszimmetria miatt az a z tengelyre esik, magassiga pedig Z = M,y /M, ahol M a
teljes tomeg, M, pedig az xy sikra vonatkozo statikai nyomaték. Marmost ha az aluminium
félgdmb Ossztomege m, a vas félgombé M, akkor a fajsilyok és igy a tomegek ardnya miatt a

teljes test s ,1}) ontja a z te elye a. = m( ) = 78 27 51 agassagba,
u n Z ten, Nnaz s A —— m n

helyezkedik el (pozitiv eléjellelel — nyilvan a vas félgémbben lesz a témegkozeppont).

Igy az a feladatunk, hogy meghatérozzuk az R = 7 cm sugart " fels6” F félgdmb stlypontjanak
Z magassagat. A félgdmb Ossz térfogata (ami persze kiszdmolhaté hasonléan, mint aldbb a
statikai nyomaték) ismnert formula miatt is %”R?’.

A statikai nyomaték értéke My, = [[ [ zdzdydz = [[[,r cos8Jg(r, p,0)drdedd, ahol a G
gombkoordinatdkra val6 attérés transzformdcié G(r, ¢, 0) = (rsin 6 cos @, r sin @ sin ¢, r cos ),
ennek Jacobi-determindnsa Jg(r, ¢, 0) = sinfr?, és ahol a gombi koordinitdkban a felsd
félgombnek megfelels halmaz F = {(r,p,0) : 0<r <R 0< ¢ <2m 0<60<7/2} =
[0, R] x [0,27] x [0, 7/2]. EbbS] a Fubini tétel alkalmazaszival szukcessziv integralasra dttérve

4 4
Mgy = [y 0% fOR cos Or sin Or?dr dp df = 2w [2] OW/ sin @ cos 0df = Wﬁ [sin” 0], /2
0

R! 3 21 51 21 51
T Ezért a keresett sdlypont magassig z=-R = —, és s = 15 8 — a0~ = 1,275 cm.

Természetesen ugyanezt az eredményt kapjuk, ha kilon a félgombok silypontjanak kiszamoldsa
7,8 ha z >0 B ; e e , .
helyett mindjirt a p(z,y, z) = 5 7 L 0 egyesitett, valtozoé fajsulyfiiggvénnyel (fajla-
, az <

gos tomeggel) szamolunk. Ekkor mind az M-re, mind az M,,-ra felirt integrél tartalmazza a p,
7,8 ha 0 <6 < 7w/2

2,7 han/2<6<m
fajlagos tomeg fliggvényt, de az integralok kiszamitisa ugyanigy torténik.

illetve poldrkoordindtas attérés utan a y(r, ¢, 8) := p(G(r,,0)) =



