
Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H | Vizsga feladatsor | H

D�atum: 2016. j�unius 3. Munkaid}o: 90 perc

Hallgat�o neve: Hallgat�o Neptun k�odja: .

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) "Egy
P

k ak sor tetsz}oleges sorrendben �atrendezve is mindig konvergens marad
pontosan akkor, ha abszol�ut konvergens."

b.) "Ha �0 = 4 az A 2 R4�4 m�atrix karakterisztikus polinomj�anak 4-szeres gy�oke, �es
A = AT , akkor az Ax = 0 line�aris egyenlet megold�asai n�egydimenzi�os alteret alkotnak."

c.) "Egy f 2 C2(Rn ! R
n) f�uggv�eny adott pontbeli Jacobi-m�atrixa (deriv�alt-m�atrixa)

mindig ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o."

1.) (3 pont) Hogyan de�ni�aljuk egy f 2 R[0; 2�] Riemann-integr�alhat�o f�uggv�eny Fourier-
sor�at? Milyen R! R f�uggv�enyek vizsg�alat�aban hasznos a Fourier-sor haszn�alata?

2.) (3 pont) Mikor nevez�unk egy kvadratikus alakot negat��v de�nitnek? Hogyan jelle-
mezhetj�uk ezt a tulajdons�agot a m�atrix saj�at�ert�ekeivel? �Es a m�atrix aldetermin�ansaival?

3.) (6 pont) Hogyan �ertelmezz�uk egy Jordan-m�erhet}o H � R
n halmazon �ertelmezett

korl�atos f(x) f�uggv�eny Riemann-integr�alj�at? Adja meg mind a h�arom ekvivalens �ertelmez�est
abban az esetben, ha f � 0!

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.) (4 pont) Konvergens-e a
1X
n=0

3nn2 � 2nn3

4nn� n4
numerikus sor? V�alasz�at indokolja!

5.) (5 pont) a.) �Irja fel ln(0; 6) �ert�ek�et L(x) := ln(1�x) Maclaurin-sor�anak seg��ts�eg�evel!

b.) Tal�aljon olyan k�usz�obsz�amot, ameddig kisz�amolva a sort, az eredm�eny m�ar legal�abb
2 tizedes pontoss�aggal j�o k�ozel��t�est ad!

6.) (5 pont) Legyenek p(x) := 1 � 3x2, q(x) := 1 + 2x3, r(x) := 1 � 2x + x2 + x3,
s(x) := 1 + 3x. Kifesz��tik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfok�u polinomok P3 ter�et?

7.) (9 pont) Hat�arozza meg az A =

2
664
�2 2 �2 2
0 0 �2 2
0 �2 0 2
0 0 0 2

3
775 m�atrix saj�at�ert�ekeit �es a

saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorait! �Irja fel a diagon�alis alakot, ha A diagonaliz�alhat�o!



8.) (3 pont) Tekints�uk az F (x; y; z) = (cos(x+ z); xy+ zx; y2+ ex) : R3 ! R
3 f�uggv�enyt!

Ekkor az a := (0; 2; 0) pont k�epe a b := F (a) = (1; 0; 5) pont lesz. Invert�alhat�o-e di�eren-
ci�alhat�o m�odon az F f�uggv�eny a b pont egy k�ornyezet�eben? Ha nem, indokolja, mi�ert nem,
�es ha igen, akkor hat�arozza meg a G := F�1 f�uggv�eny b k�or�uli legjobb line�aris k�ozel��t�es�et!

9.) (6 pont) Hat�arozza meg a �(x; y; z) := x+
y

x
+
8

y
+z�4pz f�uggv�eny sz�els}o�ert�ekhelyeit

�es azok jelleg�et!

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e a (cosxey+z + z) dx+sinxey+z dy+(sinxey+z +x) dz
kifejez�es?

11.) (3 pont) Sz�am��tsa ki az I :=

ZZZ
K
cos(x+2y+3z)(ex

2

+sh
p
z) dxdydz h�armasintegr�alt,

ahol a K halmaz a [0; �]3 kocka!

12.) (7 pont) Egy R = 26 cm sugar�u { k�ozel g�omb alak�u { g�or�odgdinny�ebe egyenes k�up
alak�u L l�eket v�agunk �ugy, hogy annak cs�ucsa a D dinnye k�ozep�ebe �erjen. H�anyadr�esz�et teszi
ki a l�ek t�erfogata az eg�esz dinny�e�enek, ha a k�upnak a g�omb h�ej�an�al ` = 10 cm a sugara?

(�Utmutat�as: Haszn�aljuk az (x; y; z) = G(r; '; �) := (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �) g�ombi
koordin�at�akra val�o �att�er�est!)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

EML�EKEZTET}O: A G�OMBI KOORDIN�AT�AK

A t�erben egy P pont g�ombi koordin�at�ai az r := j��!OP j =
p
x2 + y2 + z2, a P pontnak

az xy-s��kra vet��tett mer}oleges P 0 vet�ulet�enek a pol�arkoordin�at�akb�ol j�ol ismert ' ir�anysz�oge

(azaz az
��!
OP 0 sz�oge a pozit��v x tengely ir�any�aval), �es a P pont � "elhajl�asa", azaz

��!
OP -nek a

pozit��v z tengellyel bez�art sz�oge.

Mivel j��!OP 0j = sin �j��!OP j, a g�ombi koordin�at�akkal kifejezve a a P ponthoz tartoz�o szok�asos
der�eksz�og}u (x; y; z) koordin�at�akat, azt kapjuk, hogy x = r sin � cos', y = r sin � sin', z =
r cos �. Teh�at a g�ombi koordin�at�akra val�o �att�er�est aG(r; '; �) = (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �)
lek�epez�es val�os��tja meg.

Az �att�er�es Jacobi determin�ans�ara

JG(r; '; �) =

�������
�������
@x
@r (r; '; �)

@x
@'(r; '; �)

@x
@� (r; '; �)

@y
@r (r; '; �)

@y
@'(r; '; �)

@y
@� (r; '; �)

@z
@r (r; '; �)

@z
@'(r; '; �)

@z
@� (r; '; �)

�������
������� =

������
������
sin � cos' �r sin � sin' r cos � cos'
sin � sin' r sin � cos' r cos � sin'
cos � 0 �r sin �

������
������

aminek utols�o k�et oszlop�ab�ol r-et kiemelve �es a determin�anst az utols�o sor szerint kifejtve

JG(r; '; �) = r2
����cos �

����� sin � sin' cos � cos'
sin � cos' cos � sin'

����+ (� sin �)

����sin � cos' � sin � sin'
sin � sin' sin � cos'

����
���� = r2 sin �.



Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H { Vizsga feladatok megold�asai { H

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) "Egy
P

k ak sor tetsz}oleges sorrendben �atrendezve is mindig konvergens marad
pontosan akkor, ha abszol�ut konvergens."

IGAZ (L�enyeg�eben ezt mondja ki Rieman t�etele, azzal a t�obblettel, hogy ilyenkor a
v�egtelen �osszeg �ert�eke is ugyanaz marad minden �atrendez�es mellett.)

b.) "Ha �0 = 4 az A 2 R4�4 m�atrix karakterisztikus polinomj�anak 4-szeres gy�oke,
�es A = AT , akkor az Ax = 0 line�aris egyenlet megold�asai n�egydimenzi�os alteret alkotnak."

HAMIS (U.i. ha � = 4 4-szeres gy�oke a karakterisztikus egyenletnek, akkor � = 0
egy�altal�an nem gy�oke, �es ��gy az Ax = 0 egyenletnek sincs gy�oke a trivi�alis x = 0-on k��v�ul.)

c.) "Egy f 2 C2(Rn ! R
n) f�uggv�eny adott pontbeli Jacobi-m�atrixa (deriv�alt-

m�atrixa) mindig ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o."
HAMIS (Egy A m�atrix ortogon�alis transzform�aci�oval diagonaliz�alhat�o pontosan akkor,

ha A szimmetrikus: m�arpedig a Jacobi m�atrix nem sz�uks�egk�eppen szimmetrikus, hiszen
pl. semmi k�ul�on�os ok nincsen arra, hogy egy F = (F1; F2; : : : ; Fn) : Rn ! R

n lek�epez�esre
@F1=@x2 = @F2=@x1 �alljon fenn. F1 �es F2 egym�ast�ol f�uggetlen�ul tetsz}olegesen megv�alaszthat�o,
pl. lehet F1 = x1, F2 = x21, �es akkor @F1=@x2 = 0, @F2=@x1 = 2x1 k�ul�onb�oz}oek.)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

1.) (3 pont) Hogyan de�ni�aljuk egy f 2 R[0; 2�] Riemann-integr�alhat�o f�uggv�eny Fourier-
sor�at? Milyen R! R f�uggv�enyek vizsg�alat�aban hasznos a Fourier-sor haszn�alata?

A sor de�ni�al�as�at az egy�utthat�ok �ertelmez�es�evel kezdj�uk: a0 :=
1
2�

R 2�
0 f(x) dx, �es n � 1-

re an := 1
�

R 2�
0 f(x) cos(nx) dx, bn := 1

�

R 2�
0 f(x) sin(nx) dx: ezekkel az egy�utthat�okkal pedig

f Fourier-sora a form�alisan fel��rt a0 +
P1

n=1(an cos(nx) + bn sin(nx)) sor.
A Fourier-sorok legink�abb a periodikus f�uggv�enyek (pl. a �zik�aban a hull�am-jelens�egek)

vizsg�alat�aban hasznosak.

2.) (3 pont) Mikor nevez�unk egy kvadratikus alakot negat��v de�nitnek? Hogyan jelle-
mezhetj�uk ezt a tulajdons�agot a m�atrix saj�at�ert�ekeivel? �Es a m�atrix aldetermin�ansaival?

Az A szimmetrikus m�atrixszal �ertelmezett xTAx kvadratikus alak negat��v de�nit, jelben
A� 0, ha 8 x 6= 0 eset�en xTAx < 0.

Ez a tulajdons�ag ekvivalens azzal, hogy A �osszes saj�at�ert�eke negat��v.
Ugyancsak ekvivalens krit�erium, hogy A �osszes f}ominora { azaz a bal fels}o k � k-as

alm�atrixainak Mk determin�ansa { a (�1)kMk > 0 felt�etelnek tesz eleget 8 k = 1; : : : ; n-re.

3.) (6 pont) Hogyan �ertelmezz�uk egy Jordan-m�erhet}o H � R
n halmazon �ertelmezett

korl�atos f(x) f�uggv�eny Riemann-integr�alj�at? Adja meg mind a h�arom ekvivalens �ertelmez�est
abban az esetben, ha f � 0!



Megold�as: Legyen az f f�uggv�eny gr�afja alatti halmaz Af := f(x; y) 2 Rn+1 : x 2 H �es 0 �
y � f(x)g. A Riemann-integr�al egyik �ertelmez�ese szerint

RRR
H f(x)dx = Vn+1(Af ), ahol Vn+1

az n+ 1 dimenzi�os Jordan-t�erfogat.
Tov�abb�a jel�olje Qj (j = 1; : : : ;m) a H halmaz egy tetsz}oleges be��rt (n-dimenzi�os) t�egla-

feloszt�as�at �es Rj (j = 1; : : : ;m) a H halmaz egy tetsz}oleges (n-dimenzi�os) t�egla-lefed�es�et.
Az s(Q) :=

Pm
j=1 infQj f Vn(Qj) �osszegeket als�o k�ozel��t}o Riemann-�osszegeknek, az S(R) :=Pm

j=1 supRj
f Vn(Rj) �osszegeket pedig fels}o k�ozel��t}o Riemann-�osszegeknek nevezz�uk. Ek-

kor f als�o- illetve fels}o- Riemann-integr�alja a H halmazon az
RRR

?(f) := supQ s(Q) �esRRR ?
(f) := infR S(R) �ert�ekek: az integr�al pedig de�n��ci�o szerint pontosan akkor l�etezik,

ha ezek megegyeznek, �es ekkor
RRR

H f :=
RRR

?(f) =
RRR ?

(f).
V�eg�ul, vehetj�uk a H halmaz �osszes t�eglar�accsal val�o R � R1; : : : ; Rm felbont�as�at, �es

tetsz}oleges Rj feloszt�asi t�egl�akra tetsz}oleges xj 2 Rj elemeket. Az ehhez az R feloszt�ashoz �es
X � x1; : : : ;xm mintav�eteli pontokhoz tartoz�o Riemann-f�ele integr�al k�ozel��t}o �osszeg S(R;X) :=Pm

j=1 f(xj)Vn(Rj). Ha l�etezik olyan I 2 R v�eges �ert�ek, hogy lim�(R)!0 S(R;X) = I { ahol itt
�(R) a feloszt�as "�noms�aga": �(R) := maxj=1;:::;m d(Rj), ahol d(A) az A halmaz �atm�er}oj�et
jel�oli { akkor azt mondjuk, hogy f 2 R(H) �es

RRR
H f = I.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.) (4 pont) Konvergens-e a
1X
n=0

3nn2 � 2nn3

4nn� n4
numerikus sor? V�alasz�at indokolja!

Megold�as: Az �u.n. speci�alis �osszehasonl��t�o krit�erium, vagy m�as n�even hat�ar�ert�ek-teszt
seg��ts�eg�evel dolgozunk: �osszehasonl��tjuk az adott

P
n an sort a

P
n bn sorral, ahol bn =

n(3=4)n a sorunk "f}o r�esze". Ekkor limn!1 an=bn = limn!1
1� n(2=3)n

1� n3=4n
= 1, teh�at v�eges

nem nulla hat�ar�ert�ek van, �es, mivel an; bn � 0, a teszt alkalmazhat�o: a k�et sor ekvikonvergens.

A
P

n bn sor viszont konvergens. Konkr�etan ezt tanultuk is:
P

n nz
n =

z

(1� z)2
konver-

gens az jzj < 1 k�orben, ��gy a z = 3=4 pontban is (l.d. 2.1. K�ovetkezm�eny a jegyzetben).
De a konvergenci�at a gy�okkrit�eriummal vagy a h�anyadoskrit�eriummal is k�onnyen l�athatjuk.
Lehet direkt megold�ast is adni az an tagok majoriz�al�as�aval, azt felhaszn�alva, hogy az

exponenci�alis f�uggv�eny minden hatv�anyn�al gyorsabban n}o (illetve cs�okken) ha az alap > 1
(illetve < 1). A sor tagjainak becsl�es�ehez elegend}oen nagy n-re pl. ��rhatjuk, hogy an <
3nn2

4nn�n4 <
3nn2

4nn=2 < n(3=4)n < 1=n2, ami m�eg mindig konvergens sort ad.

5.) a.) (5 pont) �Irja fel ln(0; 6) �ert�ek�et L(x) := ln(1�x) Maclaurin-sor�anak seg��ts�eg�evel!

b.) Tal�aljon olyan k�usz�obsz�amot, ameddig kisz�amolva a sort, az eredm�eny m�ar legal�abb
2 tizedes pontoss�aggal j�o k�ozel��t�est ad!

Megold�as: L(x) := ln(1 � x) = �P1
n=1

1
nx

n a f�uggv�eny Maclaurin-sora. Az x = 0; 4

behelyettes��t�essel az ln 0; 6 = �P1
n=1

0; 4n

n
sort kapjuk. Az N -edik r�eszlet�osszeg hib�aj�ara

jS � SN j =
P1

n=N+1

0; 4n

n
<

0; 4N+1

N + 1

P1
k=0 0; 4

k =
0; 4N+1

N + 1

1

1� 0; 4
=

4N+1

(N + 1) 6 10N
egy j�o

hibabecsl�es. (Enn�el rosszabbat kapunk, ha a Lagrange-f�ele marad�ektaggal sz�amolunk.)
A hiba kisebb lesz, mint 0; 005, ha 4N+1 � 200 < 6(N +1)10N , ami leghamarabb N = 4-re

teljes�ul is: ekkor u.i. 45 200 < 6 � 5 � 104 , 210 < 15 102 = 1500, �es ez igaz, tekintve, hogy
210 = 1024.



Nem volt k�otelez}o, de ennek alapj�an ki lehet sz�am��tani, hogy 2 tizedesjegyre pontos �ert�eket
ad a � ln(0; 6) � 0; 4+0; 42=2+0; 43=3+0; 44=4 = 0; 4+0; 08+0; 064=3+0; 0064 � 0; 4000+
0; 0800 + 0; 02133 + 0; 0064 = 0; 50773 � 0; 51 �ert�ek. (A sz�am��t�og�ep �0; 51083-at ad.)

A Lagrange-f�ele marad�ektaggal sz�amolva a hiba jS � Snj = 1
(n+1)!

���ln(n+1)(1� �)xn+1
��� =

1
(n+1)!

n!
(1��)nx

n+1 � 1
n+1

0;4n+1

(1�0;4)n = 0;4
n+1(

2
3)
n. Ezzel a becsl�essel el kell menni n = 7-ig (n = 6-ra

a hibabecsl�es sz�am��t�og�ep szerinti �ert�eke pont 0; 00502::: > 0; 005 m�eg): n = 7-re viszont m�ar
0;4
8 (23)

7 = 1
30(

2
3)

6 = 1
30

�
8
27

�2
< 1

30

�
1
3

�2
= 1

270 <
1

200 = 0; 005.
(A kisz�am��t�asn�al tekintetbe v�eve a tov�abbi n = 5; 6; 7-hez tartoz�o kifejez�eseket is: ezek

0; 45=5+0; 46=6+0; 47=7 = 1024�10�5 f1=5 + 0; 2=3 + 0; 16=7g = 1024�10�5 f0; 2 + 0; 06666 � � �+ 0; 02857 : : : g =
0; 01024 � 0; 2952 � � � = 0; 002952 � � �+ ", ahol " < 0; 00024 � 0; 3 < 0; 00008, �es ��gy az �osszeadott
tagok �ert�eke kb. 0; 00296. Ezt �osszeadva az els}o �ot tagra kisz�amolt 0; 50773 �ert�ekkel ad�odik
� ln 0; 6 � 0; 51069 { ami val�oj�aban m�ar nem csak kett}o, de h�arom tizedesjegyre is pontos).

6.) (5 pont) Legyenek p(x) := 1 � 3x2, q(x) := 1 + 2x3, r(x) := 1 � 2x + x2 + x3,
s(x) := 1 + 3x. Kifesz��tik-e ezek a polinomok a legfeljebb harmadfok�u polinomok P3 ter�et?

Megold�as: A teljes P3 t�er 4 dimenzi�os, egy b�azisa az 1 (konstans polinom), x; x2; x3 rend-
szer. Ebben a b�azisban fel��rva az adott polinomok koordin�at�ait, a p = (1; 0;�3; 0);q =
(1; 0; 0; 2); r = (1;�2; 1; 1) �es s = (1; 3; 0; 0) egy�utthat�o-vektorok ad�odnak. A fp; q; r; sg rend-
szer pontosan akkor lehet gener�atorrendszer, ha az oszlopt�er 4 dimenzi�os, teh�at ha a m�atrixuk
teljes rang�u, nem-szingul�aris, azaz ha a vektorokb�ol k�epzett determin�ans nem nulla. A k�erd�es

teh�at az, hogy
��p q r s

�� =
��������
1 1 1 1
0 0 �2 3
�3 0 1 0
0 2 1 0

��������
= 0 teljes�ul-e?

A kinull�az�ast az S3 + 3S1 sorm}uvelettel kezdve ebb}ol ekvivalensen��������
1 1 1 1
0 0 �2 3
0 3 4 3
0 2 1 0

��������
=

������
0 �2 3
3 4 3
2 1 0

������
O1 � 2O2

=

������
4 �2 3
�5 4 3
0 1 0

������ = (�1) �
���� 4 3
�5 3

���� = �27 6= 0:

Teh�at a megadott polinomok gener�atorrendszert (�es ��gy b�azist) alkotnak P3-ban.

7.) (9 pont) Hat�arozza meg az A =

2
664
�2 2 �2 2
0 0 �2 2
0 �2 0 2
0 0 0 2

3
775 m�atrix saj�at�ert�ekeit �es a

saj�at�ert�ekekhez tartoz�o saj�atvektorait! �Irja fel a diagon�alis alakot, ha A diagonaliz�alhat�o!

Megold�as: AzAm�atrix karakterisztikus polinomja pA(�) = j�I�Aj =

��������
�+ 2 �2 2 �2
0 � 2 �2
0 2 � �2
0 0 0 �� 2

��������
.

Ezt el}obb az els}o oszlop, majd az utols�o sor szerint kifejtve pA(�) = (�� 2)(�+ 2)

����� 2
2 �

���� =
(� � 2)2(� + 2)2 �es ��gy megkapjuk a karakterisztikus egyenletet, valamint a �1 = �2 = 2 �es
�3 = �4 = �2 saj�at�ert�ekeket.



A 2 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorokat az (A � 2I)x = 0 homog�en line�aris egyenlet-

rendszerb}ol kapjuk, amelynek egy�utthat�o m�atrixa

2
664
�4 2 �2 2
0 �2 �2 2
0 �2 �2 2
0 0 0 0

3
775. Ebb}ol Gauss-Jordan

elimin�aci�o ut�an

��4 2 �2 2
0 �2 �2 2

�
,

��4 0 �4 4
0 �2 �2 2

�
,

�
1 0 1 �1
0 1 1 �1

�
reduk�alt l�epcs}os

forma ad�odik, ��gy a saj�atvektorok t

2
664
1
1
�1
0

3
775 + s

2
664
1
1
0
1

3
775 alak�uak. Hasonl�oan, a �2 saj�at�ert�ekhez

tartoz�o saj�atvektorok az (A+ 2I)y = 0 homog�en line�aris egyenletrendszerb}ol sz�amolhat�oak.

Ennek egy�utthat�om�atrixa

2
664
0 2 �2 2
0 2 �2 2
0 �2 2 2
0 0 0 4

3
775, amib}ol a Gauss-Jordan elimin�aci�ot az S2 � S1

�es S3 + S1 sorm}uveletekkel kezdve �es a reduk�alt l�epcs}os alakig folytatva

2
664
0 2 �2 2
0 0 0 0
0 0 0 4
0 0 0 4

3
775 ,

�
0 1 �1 1
0 0 0 1

�
j�on ki. Innen leolvasva teh�at y1 tetsz}oleges, y2 = y3 �es y4 = 0 ad�odik. A

saj�atvektorok ennek megfelel}oen r

2
664
1
0
0
0

3
775+ q

2
664
0
1
1
0

3
775 alak�uak.

Az A m�atrixnak van 4 line�arisan f�uggetlen saj�atvektora, ��gy diagonaliz�alhat�o. A tal�alt

saj�atvektorokat egym�as mell�e��rva { �es �ugyesen v�alasztva a sorrendet { a B :=

2
664
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 �1 0
0 0 0 1

3
775

b�azis �att�er�esi m�atrix ad�odik. Ennek B�1 inverz�et is Gauss-Jordan elimin�aci�oval sz�am��tjuk ki:2
664
1 0 1 1 j 1 0 0 0
0 1 1 1 j 0 1 0 0
0 1 �1 0 j 0 0 1 0
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775 S3 � S2

,

2
664
1 0 1 1 j 1 0 0 0
0 1 1 1 j 0 1 0 0
0 0 �2 �1 j 0 �1 1 0
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775 S3 + S4

,
S1�S4;S2�S4

2
664
1 0 1 0 j 1 0 0 �1
0 1 1 0 j 0 1 0 �1
0 0 �2 0 j 0 �1 1 1
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775

(�1=2)S3
,

S1�(1=2)S3
S2�(1=2)S3

2
664
1 0 0 0 j 1 �1=2 1=2 �1=2
0 1 0 0 j 0 1=2 1=2 �1=2
0 0 1 0 j 0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1 j 0 0 0 1

3
775



ahonnan B�1 =

2
664
1 �1=2 1=2 �1=2
0 1=2 1=2 �1=2
0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1

3
775. Teh�at A diagonaliz�altja:

A = BDB�1 =

2
664
1 0 1 1
0 1 1 1
0 1 �1 0
0 0 0 1

3
775
2
664
�2 0 0 0
0 �2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

3
775
2
664
1 �1=2 1=2 �1=2
0 1=2 1=2 �1=2
0 1=2 �1=2 �1=2
0 0 0 1

3
775 :

8.) (3 pont) Tekints�uk az F (x; y; z) = (cos(x + z); xy + zx; y2 + ex) : R3 ! R
3

f�uggv�enyt! Ekkor az a := (0; 2; 0) pont k�epe a b := F (a) = (1; 0; 5) pont lesz. Invert�alhat�o-
e di�erenci�alhat�o m�odon az F f�uggv�eny a b pont egy k�ornyezet�eben? Ha nem, indokolja,
mi�ert nem, �es ha igen, akkor hat�arozza meg a G := F�1 f�uggv�eny b k�or�uli legjobb line�aris
k�ozel��t�es�et!

Megold�as: Jel�olj�ek a k�ept�erben a koordin�at�akat (u; v; w), azaz legyen u(x; y; z) := cos(x+
z); v(x; y; z) := xy + zx;w(x; y; z) := y2 + ex �es F (x; y; z) = (u; v; w): ekkor a G(u; v; w) =
(x; y; z) inverz f�uggv�enyt keress�uk a b := (1; 0; 5) pont k�ornyezet�eben.

Az F 2 C1 f�uggv�eny mindenk�eppen invert�alhat�o, ha a legjobb line�aris k�ozel��t�ese in-
vert�alhat�o, azaz ha a deriv�alt-m�atrixa nem-szingul�aris: viszont ha a deriv�alt-m�atrix szin-
gul�aris, akkor a f�uggv�eny vagy nem invert�alhat�o, vagy az inverze nem lesz di�erenci�alhat�o (�es
��gy nem lesz legjobb line�aris k�ozel��t�ese sem). A deriv�alt-m�atrix most

DF (a) =

2
64
@u
@x(a)

@u
@y (a)

@u
@z (a)

@v
@x(a)

@v
@y (a)

@v
@z (a)

@w
@x (a)

@w
@y (a)

@w
@z (a)

3
75 =

2
4� sin(x+ z) 0 � sin(x+ z)

y + z x x
ex 2y 0

3
5
�����
a

=

2
40 0 0
2 0 0
1 4 0

3
5

Ez a m�atrix szingul�aris, nem invert�alhat�o, ��gy F -nek vagy nincsen is inverze, vagy ha van is,
akkor az nem di�erenci�alhat�o, azaz nem lesz neki legjobb line�aris k�ozel��t�ese.

9.) (6 pont) Hat�arozzuk meg a �(x; y; z) := x +
y

x
+

8

y
+ z � 4

p
z f�uggv�eny

sz�els}o�ert�ekhelyeit �es azok jelleg�et!

Megold�as: Az �ertelmez�esi tartom�any a nevez}ok �es a gy�ok miatt D� = (R n f0g) � (R n
f0g) � [0;1) azaz a (z-ben) nemnegat��v f�elt�er, kiv�eve az x = 0 �es y = 0 (z tengelyen
�athalad�o) s��kokat. Ezen a (n�egy t�ernyolcadb�ol �all�o) �ertelmez�esi tartom�anyon � 2 C1(D�),
teh�at di�erenci�alhat�o is, ez�ert sz�els}o�ert�ekhelyek vagy a tartom�any hat�ar�an vagy bels}o, teh�at
kritikus pontokban l�ephet fel. A tartom�any hat�ar�an fekv}o s��kok k�oz�ul egyed�ul a z = 0 s��k, azaz
az xy tengelyek S "alaps��kja" tartozik D�-h�oz, ��gy sz�els}o�ert�ekhely vagy ezen, vagy kritikus
pontban fordulhat el}o.

A hat�arra vonatkoz�oan a ' := �jS megszor��t�as f�uggv�eny egy k�etv�altoz�os f�uggv�eny lesz:

'(x; y) = x +
y

x
+

8

y
. Az S s��kra n�ezve �-nek felt�eteles sz�els}o�ert�ekhely�et kapjuk, ha az

x; y v�altoz�okban '-nek sz�els}o�ert�eke van. D' most n�egy ny��lt s��knegyed, teh�at a hat�ara nem
tartozik hozz�a, �es csak bels}o pontban - azaz kritikus pontban - lehet sz�els}o�ert�eke. Ez�ert
sz�uks�eges felt�etel, hogy r' = 0 legyen, teh�at (1 � y

x2
; 1x � 8

y2
) = (0; 0), amib}ol x2 = y,

y2 = 8x ) y4 = 64x2, amib}ol y4 = 64x2 = 64y ) y3 = 64 �es y = 4 (merthogy y 6= 0), teh�at



v�eg�ul x = y2=8 = 2 is ad�odik. Teh�at ' egyetlen kritikus pontja S-en a p = (2; 4) pont. Itt a
m�asodik deriv�alt m�atrix vagy Hesse m�atrix

H = D(2)'(p) =

"
@2'
@x2

(p) @2'
@xy (p)

@2'
@xy (p)

@2'
@y2

(p)

#
=

"
2y
x3

� 1
x2

0
� 1
x2

16
y3

# �����
p

=

�
1 �1=4

�1=4 1=4

�
:

Ez a Hesse-m�atrix pozit��v de�nit: ez k�onnyen l�atszik pl. a f}ominorok pozitivit�asa alapj�an, de
ak�at a saj�at�ert�ekek meghat�aroz�as�aval is: ehhez a karakterisztikus egyenlet PH(�) = j�I�Hj =������ 1 1=4
1=4 �� 1=4

���� = �2 � 5=4� + 3=16, amib}ol �1;2 = 5=8 �p
25=64� 3=16 = 5=8 � p13=8,

teh�at mindenesetre �1; �2 > 0. Ez�ert H � 0 �es p-ben minimuma van '-nek, azaz S-re
vonatkoz�oan felt�eteles minimuma van �-nek.

Azt, hogy ez egy�uttal lok�alis minimuma-e �-nek az S-re val�o megszor��t�as n�elk�ul is, az att�ol
f�ugg, hogyan viselkedik a �(x; y; z) f�ugg�eny a (2; 4; 0) pont k�ozel�eben. Legyen pl. most  (z) :=
�(2; 4; z), akkor  (z) = 8 + z � 4

p
z, ami egy [0;1)-n folytonos, (0;1)-ben di�erenci�alhat�o

f�uggv�eny, �es a deriv�altja  0(z) = 1 � 2=
p
z < 0, ha 0 < z < 4, ��gy  (szigor�uan) monoton

cs�okken}o [0; 4]-ben. ez�ert teh�at �-nek nincsen minimumhelye a p? := (2; 4; 4) pontban, �es
ezek szerint �-nek nincsen D� hat�ar�an sz�els}o�ert�ekhelye.

A kritikus pontokat a r� = 0 egyenlet de�ni�alja. Ezt kisz�am��tva teh�at (0; 0; 0) = r� =

(1 � y

x2
;
1

x
� 8

y2
; 1 � 2p

z
) ��gy

p
z = 2, z = 4, �es a fenti sz�amol�assal azonos m�odon x = 2,

y = 4. Teh�at � egyetlen kritikus pontja q := (2; 4; 4).
Hogy van-e a q := (2; 4; 4) pontban sz�els}o�ert�ekhely, �es ha igen, akkor milyen, annak

eld�ont�es�ehez ism�et a m�asodik deriv�alt kisz�am��t�as�ahoz folyamodunk:

H =

2
64
@2�
@x2

(q) @2�
@xy (q)

@2�
@xz (q)

@2�
@xy (q)

@2�
@y2

(q) @2�
@yz (q)

@2�
@xz (q)

@2�
@yz (q)

@2�
@z2

(q)

3
75 =

2
4

2y
x3

� 1
x2

0
� 1
x2

16
y3

0

0 0 1
z3=2

3
5
�����
q

=

2
4 1 �1=4 0
�1=4 1=4 0
0 0 1=8

3
5 :

A karakterisztikus polinomot (az utols�o oszlop szerinti kifejt�essel kezdve) konkr�etan meg is

hat�arozhatjuk a gy�okeivel egy�utt: PH(�) = j�I �Hj =
������
�� 1 1=4 0
1=4 �� 1=4 0
0 0 �� 1=8

������ =
(�� 1=8)(�� 1=8)

�
�2 � 5=4�+ 3=16

�
, amib}ol �3 = 1=8 �es �1;2 = 5=8�p13=8 > 0 mint fent,

teh�at az �osszes saj�at�ert�ek pozit��v, H � 0 �es q-ban minimum van.
Be lehet l�atni H � 0 fenn�all�as�at a f}ominorok vizsg�alat�aval is: M11 = h11 = 1 > 0,

M2 = 3=16 > 0 �es M3 = detH = 3=(128) > 0, teh�at Mk > 0 (k = 1; 2; 3), ��gy H � 0.

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e a (cosxey+z+z) dx+sinxey+z dy+(sinxey+z+x) dz
kifejez�es?

Megold�as: Igen. Ehhez a Young t�etel k�ovetkezm�enyeit kell ellen}orizni, mivel a folytonosan
deriv�alhat�o U(x; y; z) := cosxey+z + z, V (x; y; z) = sinxey+z �es W (x; y; z) = sinxey+z +
x f�uggv�enyek pontosan akkor lesznek egy p(x; y; z) potenci�alf�uggv�eny parci�alis deriv�altjai,
ha teljes�ul az, ami p-re a Young t�etelb}ol k�ovetkezik a keresztben vett parci�alis deriv�altak
egyenl}os�eg�ere.

Teh�at U 0y = cosxey+z �es V 0x = cosxey+z, megegyeznek; U 0z = cosxey+z + 1 �es W 0
x =

cosxey+z + 1, megegyeznek, �es v�eg�ul V 0z = sinxey+z �es W 0
y = sinxey+z, egyenl}oek.



Nem volt k�erd�es, de a potenci�alf�uggv�enyt is kisz�amolhat�o: p(x; y; z) = sinx ey+z+xz+C.
Abban az esetben, ha valaki a feladatot �ugy �ertelmezte (f�elre), hogy U(x; y; z) = cos (xey+z)+

z vagy esetleg U(x; y; z) = cos (xey+z + z), akkor helyes deriv�al�asok eset�en a Young t�etel
felt�etelei s�er�ulnek �es nem l�etezik potenci�alf�uggv�eny. (Erre a t�eved�esb}ol megoldott k�onnyebb
feladatra 2 pontot megadtunk.)

11.) (3 pont) Sz�am��tsa ki az I :=

ZZZ
K
cos(x + 2y + 3z)(ex

2

+ sh
p
z) dxdydz

h�armasintegr�alt, ahol a K halmaz a [0; �]3 kocka!

Megold�as: Fubini t�etel�evel szukcessz��v egyszeres integr�alokra t�er�unk �at, �ugy, hogy leg-

bel�ul az y v�altoz�o szerinti integr�al�as legyen. �Igy I =
R �
0

R �
0

R �
0 cos(x + 2y + 3z)(ex

2

+

sh
p
z) dy dx dz =

R �
0

R �
0 (e

x2 + sh
p
z)
�R �

0 cos(x+ 2y + 3z) dy
�
dx dz = 0, tekintve, hogyR �

0 cos(a+ 2y) dy =
R 2�
0 cos(a+ t) 1

2 dt = 0 tetsz}oleges r�ogz��tett a mellett.

12.) (7 pont) Egy R = 26 cm sugar�u { k�ozel g�omb alak�u { g�or�odgdinny�ebe egyenes k�up
alak�u L l�eket v�agunk �ugy, hogy annak cs�ucsa a D dinnye k�ozep�ebe �erjen. H�anyadr�esz�et teszi
ki a l�ek t�erfogata az eg�esz dinny�e�enek, ha a k�upnak a g�omb h�ej�an�al ` = 10 cm a sugara?
(�Utmutat�as: Haszn�aljuk az (x; y; z) = G(r; '; �) := (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �) g�ombi
koordin�at�akra val�o �att�er�est!)

Megold�as: A teljes dinnye t�erfogata V (D) = 4�
3 R

3, ami k�ozismert, de ugyan�ugy ki is lehet
sz�amolni, mint most al�abb a l�ek t�erfogat�at fogjuk. Az L l�ekre V (L) =

RRR
L 1dxdydz =RRR

E JG(r; '; �)drd'd�, ahol J a G(r; '; �) = (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �) g�ombi ko-
ordin�at�akra val�o �att�er�es lek�epez�es Jacobi-determin�ansa (deriv�altm�atrixa determin�ans�anak
abszol�ut �ert�eke) �es E az L k�upmetszetnek megfelel}o koordin�ata-h�armasok a g�ombi koor-
din�at�akban fel��rva: azaz E = f(r; '; �) : 0 � r � R; 0 � ' � 2�; 0 � � � �g =
[0; R]� [0; 2�]� [0; �], ahol a felt�etelek szerint � := arcsin(`=R). A g�ombi koordin�ata-�att�er�es
Jacobi-determin�ansa JG(r; '; �) = sin �r2. Teh�at ebb}ol a Fubini t�etel alkalmaz�as�aval szuk-

cessz��v integr�alokra �att�erve V (L) =
R �
0

R 2�
0

R R
0 sin �r2dr d' d� =

h
r3

3

iR
0
2�
R �
0 sin � d� =

2�R3[1� cos�]

3
.

Ha D teljes t�erfogat�at sz�amoljuk, akkor itt � = �-ig kell elmenni: ez�ert a k�et t�erfogat

ar�anya l�athat�oan � =
1� cos(�)

2
. V�eg�ul behelyettes��tve �es az ismert azonoss�agokkal cos(�) =p

1� sin2(�) =
p
1� (`=R)2 =

p
1� 25=169 =

p
144=169 = 12=13, azaz � = 1=26.



Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H | Vizsga feladatsor | J

D�atum: 2016. j�unius 3. Munkaid}o: 90 perc

Hallgat�o neve: Hallgat�o Neptun k�odja: .

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) "Ha egy
P

k ak sor tetsz}oleges s 2 R �ert�ek eset�en �atrendezhet}o s-hez konvergens
m�odon, akkor a v�egtelen sor abszol�ut konvergens."

b.) "Ha az A 2 Rn�n m�atrix saj�at�ert�ekei �1 < � � � < �n, akkor A diagonaliz�alhat�o."

c.) "Egy, a K := f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 1g z�art egys�egk�orlapon �ertelmezett
folytonos f f�uggv�enynek legal�abb k�et k�ul�onb�oz}o K-beli pontban van t�amaszs��kja."

1.) (4 pont) Fogalmazza meg �es igazolja az �u.n. ortogonalit�asi rel�aci�okat!

2.) (3 pont) Mikor nevez�unk egy kvadratikus alakot pozit��v de�nitnek? Hogyan jelle-
mezhetj�uk ezt a tulajdons�agot a m�atrix saj�at�ert�ekeivel? �Es a m�atrix aldetermin�ansaival?

3.) (5 pont) Mik a Vn Jordan-t�erfogat alaptulajdons�agai? Milyen egy�ertelm}us�egi t�etel
�erv�enyes ezekkel az alaptulajdons�agokkal?

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.) (5 pont) a.) Igazolja, hogy a
1X
n=1

(�1)n log np
n

v�egtelen sor konvergens!

b.) Keressen az " := 0; 01 �ert�ekhez alkalmas N := N(") k�usz�ob-indexet, amelyre
teljes�ul, hogy n � N eset�en az n-edik r�eszlet�osszegek a sor �osszeg�et " hib�an bel�ul megk�ozel��tik!

(Seg��ts�eg�ul: Nem n�elk�ul�ozhetetlen, de felhaszn�alhat�o, hogy e � 2; 7183 �es ln 10 � 2; 3026.)

5.) (5 pont) Sz�am��tsa ki a lim
x!0

arctanx� sinx

x3 cosx
hat�ar�ert�eket!

6.) (3 pont) �Allap��tsa meg, hogy a

2
66664
0
2
4
1
2

3
77775,
2
66664
6
0
0
3
0

3
77775,
2
66664
3
�2
4
�1
�1

3
77775,
2
66664
5
�2
0
1
0

3
77775 �es

2
66664
2
1
�1
1
3

3
77775 vektorok line�arisan

f�uggetlenek-e R5-ben!



7.) (10 pont) LegyenA =

2
664
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

3
775. Hat�arozza megA saj�at�ert�ekeit, a saj�at�ert�ekekhez

tartoz�o saj�atvektorait, �es ��rja fel a szok�asos diagonaliz�alt alakj�at!
(�Utmutat�as: Vegy�uk �eszre, hogy az R(A) k�ept�er 1 dimenzi�os, �es keress�unk saj�atvektort

ennek alapj�an! Haszn�aljuk fel, hogy A szingul�aris, ��gy van trivi�alis saj�at�ert�eke is.)

8.) (4 pont) A z = f(x; y) f�uggv�eny a z3 � xy + yz + y3 = 2 f�uggv�enyegyenletnek tesz
eleget. Hat�arozza meg f gradiens�et a p := (1; 1) pontban!

9.) (4 pont) Hat�arozza meg a �(x; y) := xy +
27

x
+

27

y
k�etv�altoz�os val�os f�uggv�eny

sz�els}o�ert�ekhelyeit �es a sz�els}o�ert�ekek jelleg�et!

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e az (y + shx) dx + (z + sin(xy)) dy + (y + ch z) dz
kifejez�es? Ha igen, keress�uk meg a potenci�alf�uggv�eny�et, ha nem, bizony��tsuk be, hogy az nem
l�etezik!

11.) (4 pont) Sz�am��tsa ki az X :=
R 2
p
ln 3

0

R pln 3
y=2 ex

2

dx dy integr�al-kifejez�est!

12.) (7 pont) Egy R = 7 cm sugar�u t�om�or f�emg�omb egyik fele vasb�ol, m�asik fele
alum��niumb�ol k�esz�ult. Hol lesz a g�omb s�ulypontja? (Vegy�uk �ugy, hogy a vas fajs�ulya � 7; 8,
az alum��nium�e � 2; 7 kg=dm3.)

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

EML�EKEZTET}O: A G�OMBI KOORDIN�AT�AK

A t�erben egy P pont g�ombi koordin�at�ai az r := j��!OP j =
p
x2 + y2 + z2, a P pontnak

az xy-s��kra vet��tett mer}oleges P 0 vet�ulet�enek a pol�arkoordin�at�akb�ol j�ol ismert ' ir�anysz�oge

(azaz az
��!
OP 0 sz�oge a pozit��v x tengely ir�any�aval), �es a P pont � "elhajl�asa", azaz

��!
OP -nek a

pozit��v z tengellyel bez�art sz�oge.

Mivel j��!OP 0j = sin �j��!OP j, a g�ombi koordin�at�akkal kifejezve a a P ponthoz tartoz�o szok�asos
der�eksz�og}u (x; y; z) koordin�at�akat, azt kapjuk, hogy x = r sin � cos', y = r sin � sin', z =
r cos �. Teh�at a g�ombi koordin�at�akra val�o �att�er�est aG(r; '; �) = (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �)
lek�epez�es val�os��tja meg.

Az �att�er�es Jacobi determin�ans�ara

JG(r; '; �) =

�������
�������
@x
@r (r; '; �)

@x
@'(r; '; �)

@x
@� (r; '; �)

@y
@r (r; '; �)

@y
@'(r; '; �)

@y
@� (r; '; �)

@z
@r (r; '; �)

@z
@'(r; '; �)

@z
@� (r; '; �)

�������
������� =

������
������
sin � cos' �r sin � sin' r cos � cos'
sin � sin' r sin � cos' r cos � sin'
cos � 0 �r sin �

������
������

aminek utols�o k�et oszlop�ab�ol r-et kiemelve �es a determin�anst az utols�o sor szerint kifejtve

JG(r; '; �) = r2
����cos �

����� sin � sin' cos � cos'
sin � cos' cos � sin'

����+ (� sin �)

����sin � cos' � sin � sin'
sin � sin' sin � cos'

����
���� = r2 sin �.



Budapesti M}uszaki �es Gazdas�agtudom�anyi Egyetem G�ep�eszm�ern�oki Kar
Energetika �es Mechatronika BSc szakok

Matematika A2H { Vizsga feladatok megold�asai { J

0.) (3 pont: 3 j�o v�alasz 3 pont, 2 j�o 1, kevesebb 0 pont) Melyik �all��t�as igaz, melyik nem?

a.) "Ha egy
P

k ak sor tetsz}oleges s 2 R �ert�ek eset�en �atrendezhet}o s-hez konvergens
m�odon, akkor a v�egtelen sor abszol�ut konvergens."

HAMIS. (Ha csak k�et k�ul�onb�oz}o �ert�ekhez �at lehet rendezni a sort, akkor Riemann t�etele
�ertelm�eben m�ar nem lehet abszol�ut konvergens .)

b.) "Ha �1 < � � � < �n saj�at�ert�ekei az A 2 Rn�n m�atrixnak, akkor A diagonaliz�alhat�o."
IGAZ. (U.i. a felt�etel szerint van n k�ul�onb�oz}o saj�at�ert�ek, m�arpedig minden saj�at�ert�ekhez

kell lennie legal�abb egy saj�atvektornak { t.i. az (A� �I)x = 0 egyenletnek van nem-trivi�alis
megold�asa, mert szingul�aris az egy�utthat�o-m�atrixa { ez�ert teh�at vannak kell}o sz�amban (n-en)
k�ul�onb�oz}o saj�et�ert�ekekhez tartoz�o, �es ��gy line�arisan f�uggetlen saj�atvektorok, amelyekkel lehet
diagonaliz�alni. K�ul�onben saj�at�ert�ek b�azisban minden transzform�aci�o diagon�alis.)

c.) "Egy, a K := f(x; y) 2 R
2 : x2 + y2 � 1g z�art egys�egk�orlapon �ertelmezett

folytonos f f�uggv�enynek legal�abb k�et k�ul�onb�oz}o K-beli pontban van t�amaszs��kja."
IGAZ. (U.i. a korl�atos �es z�art K halmazon folytonos f f�uggv�enynek van m minimuma �es

M maximuma { valamilyen P 2 K pontban felveszi az in�num�at, m-et, �es valamilyen Q 2 K
pontban felveszi a maximum�at, M -et { �es ��gy P -ben is �es Q-ban is v��zszintes t�amaszs��kja van.
Ha v�eletlen�ul P = Q nem k�ul�onb�ozik, akkor pedig m = M , teh�at f � m konstans, �es ��gy K
minden pontj�aban v��zszintes t�amaszs��kja van.)

1.) (4 pont) Fogalmazza meg �es igazolja az �u.n. ortogonalit�asi rel�aci�okat!

Komplex alakjukban ez az einx (n 2 N) alak�u f�uggv�enyek ortogonalit�as�ar�ol sz�ol: azt

mondja ki, hogy ha m 6= n, akkor

Z 2�

0
ei(n�m)tdt = 0. A bizony��t�as: k := n �m 6= 0 eset�enZ 2�

0
eiktdt =

�
eikt

ik

�2�
0

= 0. (Ezek a formul�ak az �u.n. komplex ortogonalit�asi rel�aci�ok eint-re.)

Az Euler formul�akon kereszt�ul ezek ekvivalensek a Fourier-sorok val�os alakj�aban szerepl}o
alapf�uggv�enyek megfelel}o ortogonalit�asi rel�aci�oival. Az ortogonalit�asi rel�aci�ok val�os alakban

azt jelentik, hogy

Z 2�

0
cosnx cosmx dx =

Z 2�

0
sinnx sinmx dx =

Z 2�

0
cosnx sinmx dx =

0 (n 6= m) �es

Z 2�

0
cosnx sinnx dx = 0 { azaz a trigonometrikus sor val�os alakban is orto-

gon�alis. A komplex alak helyett ezt is ki lehet integr�alni, b�ar kev�esb�e gazdas�agos (mert h�arom
integr�al�ast �es trigonometrikus azonoss�agokat kell alkalmazni) - gyorsabb a komplex alak.

2.) (3 pont) Mikor nevez�unk egy kvadratikus alakot pozit��v de�nitnek? Hogyan jelle-
mezhetj�uk ezt a tulajdons�agot a m�atrix saj�at�ert�ekeivel? �Es a m�atrix aldetermin�ansaival?

Az A szimmetrikus m�atrixszal �ertelmezett xTAx kvadratikus alak pozit��v de�nit, jelben
A � 0, ha 8 x 6= 0 eset�en xTAx > 0. Ez a tulajdons�ag ekvivalens azzal, hogy A �osszes
saj�at�ert�eke pozit��v. Ugyancsak ekvivalens krit�erium, hogy A �osszes f}ominora { azaz a bal



fels}o k� k-as alm�atrixainak Mk determin�ansa { az Mk > 0 pozitivit�asi felt�etelnek tesz eleget
minden k = 1; : : : ; n-re.

3.) (5 pont) Mik a Vn Jordan-t�erfogat alaptulajdons�agai? Milyen egy�ertelm}us�egi t�etel
�erv�enyes ezekkel az alaptulajdons�agokkal?

0. Vn(j0; 1jn) = 1 (norm�alts�ag);

1. Ha A = B + v (vagy, ha A � B) akkor Vn(A) = Vn(B) (invariancia);

2. Ha A � B akkor Vn(A) � Vn(B) (monotonit�as); , 8 H-ra Vn(H) � 0 (pozitivit�as);

3. Vn(A [B) = Vn(A) + Vn(B) ha A;B Jordan-m�erhet}oek �es A \B = ; (additivit�as).

Ilyen felt�eteleket kiel�eg��t}o halmazf�uggv�eny csak egyetlen egy l�etezik.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

4.) a.) (5 pont) Igazolja, hogy a
1X
n=1

(�1)n log np
n

v�egtelen sor konvergens!

b.) Keressen az " := 0; 01 �ert�ekhez alkalmas N := N(") k�usz�ob-indexet, amelyre tel-
jes�ul, hogy n � N eset�en az n-edik r�eszlet�osszegek a sor �osszeg�et " hib�an bel�ul megk�ozel��tik!
(Seg��ts�eg�ul: Nem n�elk�ul�ozhetetlen, de felhaszn�alhat�o, hogy e � 2; 7183 �es ln 10 � 2; 3026.)

Megold�as: A konvergencia nyilv�anval�o abb�ol, hogy a tagok el}ojelei v�altakoznak, �es abszol�ut
�ert�ekei (egy indext}ol kezdve) cs�okken}oek: azaz a sor altern�al�o (Leibniz t��pus�u) sor.

A monoton cs�okken�es az�ert igaz, mert az f(t) := log t=
p
t f�uggv�eny deriv�altja f 0(t) =

t�3=2 � 1
2
log t
t3=2

, ami negat��v, mihelyst log t > 2 azaz t > e2 lesz.
E sorokra �erv�enyes az RN := jS�SN j � aN+1 hibabecsl�es, ��gy olyan N elegend}o, amelyre

log(N + 1)=
p
N + 1 < ". Az el}obb igazoltuk, hogy ez a kifejez�es monoton cs�okken, ��gy az

" = 0; 01-hez pr�ob�algat�assal kereshet�unk alkalmas N -et: pl. ha N = 10:000, akkor
p
N = 100

�es logN > 1 miatt m�eg nem lesz j�o a h�anyados; ha felmegy�unk mondjuk N = 1:000:000-ig,
akkor log 1:000:000 = 6 log 10 > 12 miatt m�eg mindig logN=

p
N > 12=1000 > 0; 01, de ha

eg�eszen N = 100:000:000-ig elmegy�unk, akkor logN=
p
N < 7 ln 10=10:000, �es ln 10 < 3 (mert

e > 2; 7-re e3 > 2 � 2 � 2; 5 = 10) ��gy log 100:000:000=
p
100:000:000 < 7 � 3=10:000 < 0; 01.

5.) (5 pont) Sz�am��tsa ki a lim
x!0

arctanx� sinx

x3 cosx
hat�ar�ert�eket!

Megold�as: El}osz�or is, vegy�uk �eszre, hogy limx!0 cosx = 1, ��gy a szorzat hat�ar�ert�ek�ere vo-

natkoz�o szab�aly �ertelm�eben ha l�etezik a hat�ar�ert�ek, akkor az ugyanaz, mint a lim
x!0

arctanx� sinx

x3
limesz. (Egy�ebk�ent innent}ol kezdve az el}oad�ason elhangzott �es az el}oad�o honlapj�an meg-
tal�alhat�o jegyzet 2.13. P�eld�ajak�ent r�ogz��tett feladat majdnem sz�o szerint ugyanez { csak ott
tg van arctan helyett.)

Alkalmazva, hogy arctanx =
R x
0

dt

1 + t2
dt =

R x
0

P1
n=0(�t2)ndt =

P1
n=0

R x
0 (�1)nt2ndt =P1

n=0

(�1)n
n+ 1

xn+1, kapjuk, hogy jxj < 1-re arctanx = x � 1
3x

3 + O(x5); hasonl�oan, tudjuk,

hogy sinx =
P1

n=0

(�1)n
(2n+ 1)!

x2n+1 = x� 1
6x

3+O(x5) { itt a hibabecsl�esekn�el elegend}o, hogy

a harmadfokig ki��rt hatv�anysorok az adott f�uggv�eny 0 k�or�uli legjobb harmadfok�u k�ozel��t�esei,
azaz a hiba o(x3), m�eg x3-bel elosztva is 0-hoz tart.



Ezt be��rva teh�at lim
x!0

arctanx� sinx

x3
= lim

x!0

(x� 1
3x

3 + o(x3))� (x� 1
6x

3 + o(x3))

x3
= �1

6
.

6.) (3 pont) �Allap��tsa meg, hogy a

2
66664
0
2
4
1
2

3
77775,
2
66664
6
0
0
3
0

3
77775,
2
66664
3
�2
4
�1
�1

3
77775,
2
66664
5
�2
0
1
0

3
77775 �es

2
66664
2
1
�1
1
3

3
77775 vektorok line�arisan

f�uggetlenek-e R5-ben!
Megold�as: A vektorok line�arisan f�uggetlenek pontosan akkor, ha a bel}ol�uk k�epzett m�atrix

maxim�alis rang�u, azaz nemszingul�aris, teh�at ha a determin�ansa nem 0. �Igy a determin�anst
pontosan nem is kell kisz�amoljuk, csak azt kell nyomon k�ovess�uk, hogy olyan �atalak��t�asokat {
sor- �es oszlopm}uveleteket { v�egezz�unk, amelyekkel a determin�ans nem-nulla volta megmarad.����������

0 6 3 5 2
2 0 �2 �2 1
4 0 4 0 �1
1 3 �1 1 1
2 0 �1 0 3

����������
S1 � 2S4

=

����������

�2 0 5 3 0
2 0 �2 �2 1
4 0 4 0 �1
1 3 �1 1 1
2 0 �1 0 3

����������
�

��������
�2 5 3 0
2 �2 �2 1
4 4 0 �1
2 �1 0 3

��������
S1 + (3=2)S2

=

=

��������
1 2 0 3=2
2 �2 �2 1
4 4 0 �1
2 �1 0 3

��������
�
������
1 2 3=2
4 4 �1
2 �1 3

������ �
������
1 2 3
4 4 �2
2 �1 6

������
O1 + 2O3; O2 + 2O3

=

������
7 8 3
0 0 �2
14 11 6

������
�
���� 7 8
14 11

���� = 7 �
����1 8
2 11

���� �
����1 8
2 11

���� = 11� 16 6= 0 ) a vektorok line�arisan f�uggetlenek:

7.) (10 pont) LegyenA =

2
664
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

3
775. Hat�arozza megA saj�at�ert�ekeit, a saj�at�ert�ekekhez

tartoz�o saj�atvektorait, �es ��rja fel a szok�asos diagonaliz�alt alakj�at! (�Utmutat�as: Vegy�uk �eszre,
hogy az R(A) k�ept�er 1 dimenzi�os, �es keress�unk saj�atvektort ennek felhaszn�al�as�aval! Azt is
vegy�uk tekintetbe, hogy A nyilv�anval�oan szingul�aris, ��gy van trivi�alis saj�at�ert�eke is.)

Megold�as: Az A m�atrix rangja egy, ��gy az �altala meghat�arozott line�aris lek�epez�es k�eptere

1 dimenzi�os: p�eld�aul a v :=

2
664
1
1
1
1

3
775 vektor kifesz��ti, ez�ert a v vektor saj�atvektor is egyben.

Mivel Av =

2
664
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4
1 2 3 4

3
775
2
664
1
1
1
1

3
775 =

2
664
10
10
10
10

3
775 = 10

2
664
1
1
1
1

3
775 = 10v teljes�ul, ez�ert a v vektorhoz a 10

saj�at�ert�ek tartozik.
A dimenzi�o t�etelb}ol ad�odik, hogy a magt�er (ami a 0 saj�a�ert�ekhez tartoz�o saj�atalt�er is egy-

ben) 3 dimenzi�os, ��gy a 0 saj�at�ert�ek h�aromszoros multiplicit�assal. Ebb}ol m�ar az is k�ovetkezik,
hogy rendelkez�esre �all n�egy f�uggetlen saj�atvektor, teh�at A diagonaliz�alhat�o, �es a diagonaliz�alt
alakj�aban a D diagon�alis m�atrix �atl�oj�aban rendre 10, valamint 0; 0 �es 0 �allnak.



A �2;3;4 = 0 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorok az Ax = 0 homog�en line�aris egyenletrend-
szer megold�asai, ami az x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0 egyenletet jelenti (az r.e.e.f.

�
1 2 3 4

�

lesz). Ebb}ol a 0 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorok: t

2
664
2
�1
0
0

3
775+ s

2
664
3
0
�1
0

3
775+ r

2
664
4
0
0
�1

3
775.

A diagonaliz�al�as�ahoz teh�at a fenti line�arisan f�uggetlen saj�atvektorokb�ol �all�o b�azisra t�er�unk

�at, melynek �att�er�esi m�atrixa B =

2
664
1 2 3 4
1 �1 0 0
1 0 �1 0
1 0 0 �1

3
775, �es A = BDB�1.

A B�1 inverz m�atrix kisz�am��t�as�ahoz Gauss-Jordan elimin�aci�ot haszn�alunk: az eredm�eny
gyorsabb el�er�ese (a sok 0 egy�utthat�o kihaszn�al�asa) �erdek�eben azonban el}osz�or is elv�egezz�uk az
S1+2S2; S1+3S3 �es S1+4S4 sorm}uveleteket. �Igy kapjuk, hogy a kib}ov��tett egy�utthat�om�atrix2

664
1 2 3 4 j 1 0 0 0
1 �1 0 0 j 0 1 0 0
1 0 �1 0 j 0 0 1 0
1 0 0 �1 j 0 0 0 1

3
775,

2
664
10 0 0 0 j 1 2 3 4
1 �1 0 0 j 0 1 0 0
1 0 �1 0 j 0 0 1 0
1 0 0 �1 j 0 0 0 1

3
775

1

10
S1

S2�S1;S3�S1;S4�S1,
2
664
1 0 0 0 j 0; 1 0; 2 0; 3 0; 4
0 �1 0 0 j �0; 1 0; 8 �0; 3 �0; 4
0 0 �1 0 j �0; 1 �0; 2 0; 7 �0; 4
0 0 0 �1 j �0; 1 �0; 2 �0; 3 0; 6

3
775

(�1)S2
(�1)S3
(�1)S4
,

2
664
1 0 0 0 j 0; 1 0; 2 0; 3 0; 4
0 1 0 0 j 0; 1 �0; 8 0; 3 0; 4
0 0 1 0 j 0; 1 0; 2 �0; 7 0; 4
0 0 0 1 j 0; 1 0; 2 0; 3 �0; 6

3
775

teh�at

B�1 =

2
664
0; 1 0; 2 0; 3 0; 4
0; 1 �0; 8 0; 3 0; 4
0; 1 0; 2 �0; 7 0; 4
0; 1 0; 2 0; 3 �0; 6

3
775 =

1

10

2
664
1 2 3 4
1 �8 3 4
1 2 �7 4
1 2 3 �6

3
775 :

V�eg�ul A diagonaliz�al�asa ��gy n�ez ki:

A = BDB�1 =

2
664
1 2 3 4
1 �1 0 0
1 0 �1 0
1 0 0 �1

3
775
2
664
10 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3
775 1

10

2
664
1 2 3 4
1 �8 3 4
1 2 �7 4
1 2 3 �6

3
775 :

8.) (4 pont) A z = f(x; y) f�uggv�eny a z3 � xy + yz + y3 = 2 f�uggv�enyegyenletnek tesz
eleget. Hat�arozza meg f gradiens�et a p := (1; 1) pontban!

Megold�as: El}osz�or is meghat�arozzuk, mi a z0 = f(p) = f(1; 1) �ert�ek. Ez a behelyettes��t�es
szerint a z3 + z = 2, z3 + z � 2 = 0 harmadfok�u egyenletnek tesz eleget. R�an�ez�esre is l�atszik,
hogy z0 = 1 ennek gy�oke, ��gy a z � z0 = z � 1 faktorral elosztjuk a harmadfok�u polinomot �es
kapjuk, hogy z3 + z � 2 = (z � 1)(z2 + z + 2). Az ut�obbi m�asodfok�u faktornak nincsen val�os
gy�oke, ��gy az egyenletnek egyetlen val�os megold�asa van, a z = z0 = 1. Teh�at f(p) = 1, �es a
q := (1; 1; f(p)) = (1; 1; 1) ponton halad �at az implicit m�odon megadott z = f(x; y) f�uggv�eny.

Az implicit egyenlet azt jelenti, hogy az F (x; y; z) := z3�xy+yz+y3 : R3 ! R f�uggv�enybe
behelyettes��tve a z = f(x; y) f�uggv�enyt, azonosan konstans f�uggv�enyt kapunk. (Pontosabban:
ha G(x; y) := (x; y; f(x; y)), akkor a H := F �G : R2 ! R kompoz��ci�of�uggv�eny konstans 2.)



�Igy az implicit alakban megadott f�uggv�enyek deriv�al�as�ar�ol sz�ol�o t�etel �ertelm�eben
@f

@x
=

�
@F
@x
@F
@z

�es
@f

@y
= �

@F
@y

@F
@z

, teh�at ki kell sz�amoljuk F mindegyik parci�alis deriv�altj�at.

Ezt elv�egezve, rF =
��y;�x+ z + 3y2; 3z2 + y

�
, teh�at rf =

�
y

3z2 + y
;
x� z � 3y2

3z2 + y

�
,

�ugyhogy a p = (1; 1), z0 = 1 �ert�ekeket be��rva rf(p) = (1=4;�3=4).

9.) (4 pont) Hat�arozza meg a �(x; y) := xy +
27

x
+

27

y
k�etv�altoz�os val�os f�uggv�eny

sz�els}o�ert�ekhelyeit �es a sz�els}o�ert�ekek jelleg�et!

Megold�as: Az �ertelmez�esi tartom�any a nevez}ok miatt D� = R
2 n (fx = 0g [ fy = 0g), azaz

a s��k, kiv�eve az x �es y tengelyek egyeneseit. Ezen az �ertelmez�esi tartom�anyon � 2 C1(D�),
teh�at di�erenci�alhat�o is, ez�ert sz�els}o�ert�ekhelyek vagy a tartom�any hat�ar�an vagy kritikus pon-
tokban fordulhatnak el}o. A tartom�any ny��lt halmaz, a hat�ara (az x �es y tengelyek) nem
tartozik hozz�a, ��gy csak bels}o, teh�at kritikus pontokban fell�ep}o sz�els}o�ert�ekhelyek lehetnek.

A kritikus pontokat a r� = 0 egyenlet de�ni�alja: ezt kisz�am��tva r� = (y� 27
x2
; x� 27

y2
) =

(0; 0) teh�at x2y = 27 = xy2 �es ebb}ol x = y �es x3 = y3 = 27, teh�at x = 3, y = 3.
Hogy van-e az a := (3; 3) pontban sz�els}o�ert�ekhely, �es ha igen, akkor milyen, annak

eld�ont�es�ehez a m�asodik deriv�alt kisz�am��t�as�ahoz folyamodunk:

H := D(2)� =

"
@2�
@x2

(a) @2�
@xy (a)

@2�
@xy (a)

@2�
@y2

(a)

#
=

� 54
x3
(a) 1
1 54

y3
(a)

�
=

�
2 1
1 2

�
:

K�onnyen ad�odik, hogy a m�atrix saj�at�ert�ekei { a det(H � �I) = (2� �)2 � 1 = (3� �)(1� �)
karakterisztikus polinom gy�okei { �1 = 3 �es �2 = 1, mind pozit��vak, ��gy H � 0 (pozit��v
de�nit) �es ez�ert az a = (3; 3) pontban lok�alis minimum van.

Be lehet l�atni H � 0 fenn�all�as�at a f}ominorok vizsg�alat�aval is: M11 = h11 = 2 > 0 �es
M2 = detH = 3 > 0, teh�at Mk > 0 (k = 1; 2), ��gy H � 0 �es minimum van a-ban.

10.) (3 pont) Teljes di�erenci�al-e az (y + shx) dx + (z + sin(xy)) dy + (y + ch z) dz
kifejez�es? Ha igen, keress�uk meg a potenci�alf�uggv�eny�et, ha nem, bizony��tsuk be, hogy az nem
l�etezik!

Megold�as: Nem l�etezik potenci�alf�uggv�enye, mert a felt�etelezett F (x; y; z) potenci�alf�uggv�enyre
nem teljes�ulne a Young t�etel, holott az itt megadott gradiensvektor koordin�ataf�ugv�enyei mind
C1(R) (�es ��gy F 2 C2(R)) f�uggv�enyek.

A Young t�etel szerinti egyez�esek t�enyleg nem �allnak fenn, mert pl. az x �es y szerinti
k�etszeres parci�alis deriv�altakra @(y+shx)

@y = 1, m��g @(z+sin(xy))
@x = y cos(xy), k�ul�onb�oz}oek.

11.) (4 pont) Sz�am��tsa ki az X :=
R 2
p
ln 3

0

R pln 3
y=2 ex

2

dx dy integr�al-kifejez�est!

Megold�as: A bels}o, dx szerinti integr�al nem �all el}o explicit, z�art alakban (mert ex
2

primit��v
f�uggv�enye nem elemi f�uggv�eny), ��gy a bels}o integr�al k�ozvetlen kisz�am��t�asa bonyodalmas: csak
hatv�anysorral tudn�ank fel��rni. (Ez egy�ebk�ent j�arhat�o �ut, csak nehezebb: l�asd al�abb.)

Ink�abb Fubini t�etel�evel t�erj�unk �at k�etdimenzi�os, ter�uleti integr�alra: ekkor a kisz�am��tand�o
mennyis�eg az a :=

p
ln 3 jel�ol�essel �ugy ��rhat�o, mint X :=

RR
T e

x2dx dy, ahol a T s��kidomot a
0 � y � 2a �es y=2 � x � a azaz y � 2x � 2a felt�etelek hat�arozz�ak meg. T teh�at az O, az
A(0; a) �es a B(a; 2a) pontok �altal kifesz��tett h�aromsz�og lesz.



Most ism�et Fubini t�etele szerint egyszeres integr�alokk�a alak��tva az integr�alt, de ez�uttal
bel�ul az y v�altoz�o szerint integr�alva, a hat�arok 0 � y � 2x �es 0 � x � a lesznek: X =R pln 3
0

R 2x
0 ex

2

dy dx =
R pln 3
0 ex

2

2x dx = [ex
2

]
p
ln 3

0 = 3� 1 = 2.
A "direkt", hatv�anysoros megold�ashoz tov�abbi eml��t�es n�elk�ul felhaszn�aljuk, hogy a sze-

repl}o sorok konvergenciasugara 1, ��gy az elv�egzett m}uveletek mindig jogosak. A bels}o
integr�alra ez hatv�anysor�aba z = x2-et helyettes��tve, majd az egyenletesen abszol�ut kon-
vergens sor �osszegz�es�et az integr�al�assal felcser�elve,

R a
y=2 e

x2 dx =
R a
y=2

P1
n=0

1
n!x

2n dx =P1
n=0

1
n!

R a
y=2 x

2n dx =
P1

n=0
1
n!

�
x2n=(2n+ 1)

�a
y=2

=
P1

n=0
1

(2n+1)n! [a
2n+1 � (y=2)2n+1], amit

tov�abb integr�alva az y szerinti k�uls}o integr�allalX =
R 2a
0

P1
n=0

1
(2n+1)n! [a

2n+1�(y=2)2n+1] dy =P1
n=0

1
(2n+1)n!

R 2a
0 [a2n+1 � (y=2)2n+1] dy =

P1
n=0

1
(2n+1)n! [(2a)a

2n+1 � (2a)2n+2

2n+2 � 2�(2n+1)] =P1
n=0

1
(2n+1)n! [2a

2n+2 � a2n+2

n+1 ] =
P1

n=0
a2n+2

(2n+1)n!
2n+2�1
n+1 =

P1
n=0

(a2)n+1

(n+1)! = ea
2 � 1 = 3� 1 = 2:

12.) (7 pont) Egy R = 7 cm sugar�u t�om�or f�emg�omb egyik fele vasb�ol, m�asik fele
alum��niumb�ol k�esz�ult. Hol lesz a g�omb s�ulypontja? (Vegy�uk �ugy, hogy a vas fajs�ulya � 7; 8,
az alum��nium�e � 2; 7 kg=dm3.)

Megold�as: Ha a vas f�elg�omb F �es az alum��nium f�elg�omb A, akkor v�alasszuk �ugy a koor-
din�atarendszer�unket, hogy a g�omb k�oz�eppontja azO pont legyen �es �eppen a vas f�elg�omb legyen
fel�ul (a z > 0 f�elt�erben). Ha csak az egyik (mondjuk a vas) f�elg�omb s�ulypontj�at keress�uk,
akkor a forg�asszimmetria miatt az a z tengelyre esik, magass�aga pedig z =Mxy=M , aholM a
teljes t�omeg, Mxy pedig az xy s��kra vonatkoz�o statikai nyomat�ek. M�armost ha az alum��nium
f�elg�omb �osszt�omege m, a vas f�elg�omb�e M , akkor a fajs�ulyok �es ��gy a t�omegek ar�anya miatt a

teljes test s�ulypontja a z tengelyen az s =
Mz +m(�z)
M +m

= z � 7; 8� 2; 7

7; 8 + 2; 7
= z

51

105
magass�agban

helyezkedik el (pozit��v el}ojellelel { nyilv�an a vas f�elg�ombben lesz a t�omegk�oz�eppont).
�Igy az a feladatunk, hogy meghat�arozzuk azR = 7 cm sugar�u "fels}o" F f�elg�omb s�ulypontj�anak

z magass�ag�at. A f�elg�omb �ossz t�erfogata (ami persze kisz�amolhat�o hasonl�oan, mint al�abb a
statikai nyomat�ek) ismnert formula miatt is 2�

3 R
3.

A statikai nyomat�ek �ert�ekeMxy =
RRR

F zdxdydz =
RRR

E r cos �JG(r; '; �)drd'd�, ahol aG
g�ombkoordin�at�akra val�o �att�er�es transzform�aci�o G(r; '; �) = (r sin � cos'; r sin � sin'; r cos �),
ennek Jacobi-determin�ansa JG(r; '; �) = sin �r2, �es ahol a g�ombi koordin�at�akban a fels}o
f�elg�ombnek megfelel}o halmaz E = f(r; '; �) : 0 � r � R; 0 � ' � 2�; 0 � � � �=2g =
[0; R]� [0; 2�]� [0; �=2]. Ebb}ol a Fubini t�etel alkalmaz�as�aval szukcessz��v integr�al�asra �att�erve

Mxy =
R �
0

R 2�
0

R R
0 cos �r sin �r2dr d' d� = 2�

�
r4

4

�R
0

R �=2
0 sin � cos �d� = �

R4

4

�
sin2 �

��=2
0

=

�
R4

4
. Ez�ert a keresett s�ulypont magass�ag z =

3

8
R =

21

8
, �es s =

51

105
� 21
8

=
51

40
= 1; 275 cm.

Term�eszetesen ugyanezt az eredm�enyt kapjuk, ha k�ul�on a f�elg�omb�ok s�ulypontj�anak kisz�amol�asa

helyett mindj�art a �(x; y; z) =

(
7; 8 ha z > 0

2; 7 ha z < 0
egyes��tett, v�altoz�o fajs�ulyf�uggv�ennyel (fajla-

gos t�omeggel) sz�amolunk. Ekkor mind azM -re, mind azMxy-ra fel��rt integr�al tartalmazza a �,

illetve pol�arkoordin�at�as �att�er�es ut�an a (r; '; �) := �(G(r; '; �)) =

(
7; 8 ha 0 < � < �=2

2; 7 ha �=2 < � < �
fajlagos t�omeg f�uggv�enyt, de az integr�alok kisz�am��t�asa ugyan�ugy t�ort�enik.


