Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

12. feladatsor: Linearis allandé egyiitthatos
egyenletrendszerek (megoldas)

1. Mi a Jordan-felbontdsa az

5 4
= s
matrixnak?
Megoldds. det(A — XI) = A\? + 2\ + 1 gyoke A = —1 (kétszeres).
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Osszes megoldéasa x1 = 2, x9 = —3 tobbszorose, ezek a sajatvektorok.
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=9 —6] |z2] N -3

egy megoldésa r; = 1, zo = —1, tehat
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matrix Jordan-felbontasat.
Megoldds. det(A — NI) = —X3 4+ 6X% — 12\ + 8 = 0 megolddsa A = 2 (hdromszoros gyok)
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2 1 1| x| =
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megoldésai (1, xe2,x3) = «(1,0,2) 4+ (0,1, 1) alaktak, tehat csak két linedrisan fliggetlen
sajatvektor van. A matrix mindent (1, —1,1) tobbszoroseibe visz, valasszuk ezt az egyik
bazisvektornak, egy 6se pl. (0,1,0), a harmadik lehet (0,1, 1). Ebbél
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3. Hatarozzuk meg az
Yy = 5y +4y»
Yo = =91 — Tys
differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasat.

Megoldas. y = (y1,y2) jeloléssel az egyenlet y' = Ay alak,
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ahol

4. Oldjuk meg az
e i
Yo = —2y1 — Yo
differencidlegyenlet-rendszert y;(0) = 1, y2(0) = —1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. y = (y1,yz) jeloléssel az egyenlet y’ = Ay alaki, ahol
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det(A — AI) = A2 + 2\ + 5 gyokei —1 =+ 2i, a sajatvektorok
2 12| o] ~ |0

alapjan (1,41) tobbszorosei, tehat
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A kezdetiérték-probléma megoldasa

y(z) = e*y(0)
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5. Oldjuk meg az

Y= —2y1 + yo
Yo = =2y + Y3
yé = —2y3

differencidlegyenlet-rendszert y;(0) = 0, y2(0) = 0, y3(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet y' = Ay alaku, ahol y = (y1, 2, y3) és
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ami éppen egy 3 x 3 méretii Jordan-blokk, tehat e4? kézvetleniil felirhaté:
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A kezdeti feltétel y(0) = (0,0, 1), tehat
%26—2z
(o) = My (0) = | e
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Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Hatarozzuk meg az

4 2 =3 2
o 1 0 O
A= o 2 -4 2
-1 -2 1 -1

matrix Jordan-féle normalalakjat.

Megoldas. det(A — A\I) a mésodik sor szerint kifejtve:

det(A— A1) = (1= A) (1+ X =\ =\
=X —2)+1
=\ =1)°

= (A =1\ +1)%

tehat a gyokok A = +1, mindkett6 kétszeres. A X\ = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:
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megoldédsa alapjan (1, e, 3, 74) = «(1,0,1,0) + 5(0,1,0,—1) alaktak, tehat két 1 x 1
mérett Jordan-blokk van. A A\ = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:
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alapjan (x1,xo,x3,74) = (1,0,1,—1) tobbszorosei, tehat ehhez a sajatértékhez egy 2 x 2
blokk tartozik:
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egy megoldédsa (x1,xs, x3,14) = (0, —1,—2,0), tehat

1 0 1 -1 2 1 -1 1
(01 0 0 4|01 0 0
8= 1 0 1 =2 &= 0O -1 0 -1
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valasztassal
1 0 0 0
B 01 0 0 1
A=35 00 —1 1 S
00 0 -1

. Hatarozzuk meg az

Yy = 2y1 + 32
Yo = —3y1 + 2y

differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasat.

Megoldas. Az egyenletrendszer matrixos alakja y’ = Ay, ahol y = (y;,y2) és

=5

det(A — M) = A2 — 4\ + 13 gyokei A = 2 + 3i. A sajatvektorok

= A E] -

alapjan (1, 41), emiatt

11 11—
s=[i 1 sr=ah 7
valasztassal
o243 0 _1
A=5 l 0 2 — 31’] 57

igy
(2430)z ;
Ar _ g [e 0 | ] gl _ g [ cos3r  sin 3:6]

et = , .
0 e(2-3)z —sin3z cos3zx

Az altalanos megoldas

y(z) = 47y (0) = > l y1(0) cos 3x + y2(0) sin 3x ]

—1(0) sin 3z + y2(0) cos 3z |



8. Oldjuk meg az

11
Y =1_, 3|¥
differencidlegyenlet-rendszert y(0) = (3, 2) kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Legyen A az egyiitthatématrix, a sajatértékek det(A—AI) = A2—4\+4 = (A—2)?
gyokei, tehat a 2 kétszeres multiplicitassal. A sajatvektorok a
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egyenletrendszer nemtrividlis megoldésai, ezek mind (1, 1) tobbszorosei, tehét a geometriai
multiplicitds 1. Legyen (1, 1) az egyik bazisvektor, ennek egy ése az A — 21 leképezés szerint
(0,1), ezt valaszthatjuk masiknak. Vezessiik be az

-y e[

matrixot, ezzel

o2 1]
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A kezdetiérték-probléma megoldasa
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. Oldjuk meg az
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differencidlegyenlet-rendszert y(0) = (1,0, 1) kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Legyen A az egytitthatématrix, a karakterisztikus polinomja det(A—\I) = —\3—
3\ = —A\%(\ + 3), tehat 0 kétszeres, —3 egyszeres gyok. A 0 sajatértékhez csak (—2,1,3)
tobbszorosei a sajatvektorok (a geometriai multiplicitds 1), tehat 2 x 2 méretii Jordan-
blokk tartozik hozza. Legyen az els6 béazisvektor (—2,1,3), ennek egy ése (az A — 0 = A
leképezés szerint) a masodik, példaul (1,2,2), a harmadik pedig a 3 sajatértékhez tartozd
egyik sajatvektor, példaul (1,0, —1). Vezessiik be az

-2 1 1 -2 3 -2
S=11 2 0 St=11 =1 1
3 2 —1 —4 7 =5

matrixot, ezzel

01 0
A=S510 0 0[S
00 -3

A kezdetiérték-probléma megoldasa

1 =z 0 1 10 — 42 — 93"
y(z)=eMy(x)=5[0 1 0 |S'|0| = 2z
0 0 e 1 —8 + 6z + 93"



10. Oldjuk meg az

11.

5 -3 4
y=16 -3 3|y
-1 1 =2

differencidlegyenlet-rendszert y(0) = (1,1, —1) kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Legyen A az egyiitthatomatrix, a sajarértékek det(A — AI) = —\® gyokei, tehat
a 0 hdromszoros gyok. A hozza tartozd sajatvektorok (1,3,1) tobbszorosei (a geometriai
multiplicitds 1), tehat egy 3 x 3 Jordan-blokk van. Valasszuk az els6 béazisvektornak ezt a
vektort, a masodik legyen ennek egy 6se (az A —0I = A leképezés szerint), példaul (2,3, 0),
az utols6 pedig ennek egy &se, példaul (1,1,0). Vezessiik be az

1 21
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matrixot, ezzel

010
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A kezdetiérték-probléma megoldasa

) 1z 1 1 1 -2z —a?
y(z)=ePy(x)=S0 1 z|S|1]|= 1 — 322
0 0 1 —1 —1 4+ 2z — 22

* Hatdrozzuk meg az y” +Q%y = 0 differencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megolddsat, ha €
n X n méretll szimmetrikus pozitiv definit matrix. Mutassuk meg, hogy minden megoldas
korlatos.

Megoldds. Az egyenletrendszer masodrendii, ezt atirhatjuk 2n egyenletbdl allo elsérendii
egyenletrendszerré. Ennek matrixa blokk-matrix alakban irhato fel legegyszertibben:

0 I

Ennek kell megkeresni a sajatértékeit és sajatvektorait. A karakterisztikus polinom

AT 0 T
det(A — AT) = |—Q2 —)J‘ = '-A?J o —)\]’
I 0

= (=1)" = det(Q* + N°1),

A =N -0

tehat a sajatértékeket tigy kaphatjuk meg, hogy Q? sajatértékeinek ellentettjeibdl négyzet-
gyokot vonunk (mindegyiknek 2 négyzetgyoke van). Ezek mind tisztan képzetesek, tehat a
megoldasok korlatosak lesznek.

A sajatvektorokat szintén blokk-alakban érdemes keresni,

L o= [



12.

akkor teljesiil, ha Ax = y és \y = —Q?x, tehat —\%y = Q?%y. Ez azt jelenti, hogy y (és x
is) O? sajatvektora —\? sajatértékkel. Ha valasztunk egy bazist Q sajatvektoraibol, akkor
igy képezhetiink A sajatvektoraibol allo bazist is, amivel az altalanos megoldas a szoka-
sos modon felirhatd. Legyenek €2 linearisan fliggetlen sajatvektorai vy,...,v,, a hozzdjuk
tartozo sajatértékek wy, ..., w,. Ekkor az altalanos megoldas

n

y(z) = > (C; cos(w;z)v; + D; sin(w;z)v;).

i=1

Egy masik lehet6ség: az elsérendii esethez hasonléan itt is gondolhatunk az n = 1 specialis
esetre, ekkor tudjuk, hogy cos és sin adja a megoldast. Hatvanysorral ezek a fliggvények
is értelmezhetéek matrix argumentumra (ehhez még az sem sziikséges, hogy € pozitiv
definit vagy szimmetrikus legyen!), az dltaldnos megoldds y(z) = cos(Qz)yo+sin(Qz)Q 1y,
Persze ennek kiszamitasahoz szintén (2 sajatértékeit és sajatvektorait érdemes megkeresni.
* Legyenek M, C, K nxn-es matrixok, M invertdlhaté, és tekintsik az My”"+Cy' +Ky =0
masodrendi differencidlegyenlet-rendszert.

a) Irjuk 4t els6rendfi egyenletrendszerré az y,y’ komponenseit tartalmazé (2n elemfi) vek-
torértéki figgvényre nézve.

b) Mutassuk meg, hogy az igy kapott elsérendii dllandé egytitthatés differencidlegyenlet-
rendszer métrixdnak sajatértékei a det(A\2M + A\C + K) = 0 egyenlet gyokei. (Az ilyen
tipusi egyenletek neve kvadratikus sajatérték-probléma.)

c) Tegyiik fel, hogy M,C és K mindegyike pozitiv definit. Mutassuk meg, hogy ekkor
minden sajatérték valos része negativ. (Ebbdl kovetkezik, hogy minden megoldéds 0-hoz
tart amint x — c0.)

Megoldads.
a) Az elsérendii egyenletrendszer blokk-matrix alakban igy irhaté fel:

o =Lt i B

A

b) A sajatértékek a det(A— AI) polinom gyokei. Sor- és oszlopmiiveletekkel a determinans
igy egyszertiisitheto:

det(A — \I) = |__M ! ’

MK —M-'C =\
B 0 I
T MK = AMMTIC = NI —MTIC =\

0 I
MK +MM7'C+ NI M7'C+M\
B I 0
T IMTICH N MUK 4+ AMTIC + N2T

= (-1

=det(M 'K + AM'C + )°I) = ! det(A\*M + \C + K).
det M
Az elsé 1épésben az i. oszlophoz hozzdadtuk az i 4+ n. oszlop A-szorosat (i = 1,...,n),
a masodikban az utolsé n sort megszoroztuk —1-gyel, ezutdn az i. és ¢ + n. oszlopot
felcseréltitk (i = 1,...,n), végil az elsé n sor szerint kifejtettiitk a determindnst, és
felhasznaltuk a determindns multiplikativitasat.



c) Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket, ahol v € C™:

m(v) = (v, Mv)
c(v) = (v,Cv)
k(v) = (v, Kv).

(A skalarszorzat komplex értelemben értendé és a masodik valtozéban linearis, tehat
v =(v1,...,0,) és W= (wy,...,w,) esetén (v,w) = vjw; + - - - + Tw,.) Ekkor m, ¢, k
nemnegativ fiiggvények, és mindegyik csak a nullvektoron veszi fel a 0 értéket.

Ha A € C olyan, hogy det(K + AC' + A\>M) = 0, akkor létezik olyan v # 0, amire
(K + AC' + N2M)v = 0, kovetkezésképp

0= (v,(K +AC+ XM)v) = k(v) + Ae(v) + A2m(v),

tehat A\ egy olyan masodfoku egyenlet gyoke, aminek minden egytitthatéja pozitiv. A
megolddoképlet alapjan

_—ev) + V)2 = dm(v)k(v)

A
2m(v)
vagy
\ —c(v) = \Je(v)2 = 4m(v)k(v)
B 2m(v) '
Mindkét szam valés része negativ, mert ha c(v)? < 4m(v)k(v), akkor Re A = —2228),

ha viszont c(v)? > 4m(v)k(v), akkor |y/c(v)2 — 4m(v)k(v)| < ¢(v).



