Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

2. feladatsor: Potencialfiiggvény, alakzatok
paraméterezése (megoldas)

1. Potencidlos-e az alabbi vektormez6? Ha igen, adjuk meg egy potencialjat.
a) u(z,y) = yi+zj
b) u(z,y,z) = ze"T5Vi 4 2" cog yj + e TINVK
¢) u(z,y,2) = (2 +y2)i+ (y — 2°)j + (z + 2y)k
Megoldds. Mindharom vektormezé az egész térben (sikon) értelmezett, tehat akkor ponten-

cidlos, ha a rotaciéja 0.
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szimmetrikus, tehat a vektormez6 potencialos. Egy potencidl
x y z
flay,2) = [ ua(€y2)ds+ [ u,0.m ) dn+ [ un(0,0.0)d¢

z . Y . z
= / zeSTsmy q¢ 4 / ze¥™ cosndn + / 1d¢
0 0 0

— (ex _ 1)Zesiny + (esiny _ 1)2 + 2= Z€x+siny

Iy — x?) O(x? + yz2)
o oy

tehat ez a vektormez6 nem potencidlos. (rotu = zi — (2z + 2)k)
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2. Centralis vektormezének nevezzik a v(r) = f (|r])ﬁ alaki vektormezoket, ahol f : Ry — R
tetszoleges differencialhaté fliggvény. Mutassuk meg, hogy minden centralis vektormezd
potencidlos és hatarozzuk meg egy potencialfiiggvényt.

Megoldads. A szimmetria miatt elég a derivaltmatrix egy foatlon kiviili elemét szamolni, pl.
az els6 komponens y szerinti derivaltja a lancszabdly alapjan:

0 (f(W2? +y* + ZZ)x (W +2h) (Ve Y+ 27 Ty

w\ VEIgEr VET T ORI
ami x és y cseréjére szimmetrikus, tehat a rotacio esetleg az origd kivételével mindenhol 0.
v az origd koriili forgatdsokra nézve szimmetrikus, igy sejthetjiik, hogy a potencialfiiggvény

isilyen (ha létezik). Szamoljuk ki F'(v/z? + y* + 22) gradiensét, ahol F' tetszéleges fiiggvény:

o . 5 o . ri+yj+zk
ad F 2 2 2\ — F' 2 2 2 ,

tehat ha F' = f, akkor a gradiens éppen v. Mivel f folytonos, ilyen tulajdonsdgu F
figgvény létezik (primitiv fliggvény).




3. Mutassuk meg, hogy u(z,y, z) = 2% + 3x2%j — 2xzk vektorpotencidlos és adjuk meg egy
vektorpotencialjat.

Megoldas. A vektormez6 mindenhol értelmezett, divu = 2z + 0 — 2x = 0, tehat létezik
vektorpotencial.
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Eszerint v(z,y, z) = 231 — 2%2j egy vektorpotencial.

4. Adjuk meg az alabbi gorbék egy paraméterezését:
a) A=(2,1,5) és B =(—1,9,11) pontokat 6sszek6té szakasz
b) origd kézéppontii, a és b hosszisagu, az x ill. y tengelyekkel parhuzamos féltengelyekkel
rendelkez6 ellipszis
c) az 2% +y* + 22 = a? és v + 2y = 0 egyenletii feliiletek metszésvonala.

Megoldas.

a) Legyen a = 2i +j + 5k és b = —i + 9j + 11k a két végpont helyvektora. Ekkor
r(t) = a+ t(b — a) a szakasz paraméterezése, ha t € [0, 1].

b) Az egységkor egy kényelmes paraméterezése costi+sintj (¢t € [0, 27]). Ebbél nytjtéssal
kapunk ellipszist: r(¢) = acosti + bsin tj.

c) A méasodik egyenlethb8l z = —2y, amit az els6be irva 5y + 22 = a? adddik. Az z
koordinata nélkiil ez egy olyan ellipszis, ami az y — z sikban helyezkedik el, a tengelyek
szimmetriatengelyei, tehat az el6z6ek mintajara % cos tj+ asin tk egy paraméterezésa.
Az x koordindtat y meghatdrozza, igy a metszésvonal igy paraméterezhets: r(t) =

_% costi + % costj+ asintk (¢t € [0, 27]).

5. Milyen alakzat paraméterezése az r(t) = R(costi+ sintj) + atk, ha R > 07

Megoldds. Az utolsé koordinatat elhagyva az x — y sikban fekvo R sugari korhoz jutunk,
“egyenletesen” paraméterezve. Az utolsé koordindta ekdzben linearisan novekszik, tehat az
alakzat csavarvonal, ami egy R sugaru henger palastjan helyezkedik el. Mivel a vetiilet 27
szerint periodikus, a menetemelkedés 27ma.

6. Adjuk meg az a = (2,1,9), b = (1,5,10) és ¢ = (0,4, 0) helyvektori pontokat tartalmazé
sik egy paraméteres egyenletét és ennek segitségével irjuk fel egy normélvektorat.

Megoldds. r(u,v) =a+u(b—a)+v(c—a)=2—u—2v)i+(1+4u+3v)j+(9+u—9v)k

or Or
— X — = (—i+4j+k) x (—=2i+3j—9k) = —39i — 11j + 5k.
o aU(1+J+)(1+J ) i j+
7. Tekintsiik az origd kozépponti egységgdmb felszinét a szokdsos paraméterezéssel. Adjuk
meg az alabbi egyenlétlenségek altal meghatarozott daraboknak megfelelé paramétertarto-
manyt:
a) z>0
b) 2 +y? < 22
c) z < %
) x>0

o
Y



Megoldas. A paraméterezés r(1d, p) = sin ¥ cos pi+sin 9 sin pj+cos vk, a teljes gombfelszint

akkor fedi le egyszeresen (majdnem mindenhol), ha pl. ¥ € [0, 7], ¢ € [0, 27|, de az utébbi

intervallum szabadon eltolhaté

a) cost > 0 akkor, ha (9, ) € [0,7/2] x [0, 27]

b) a feltétel: (sindcosp)? + (sindsing?) = sin?v¥ < cos? 9, tehdt (9, ) € ([0,7/4] U
[37/4,]) x [0, 27]

¢) cost < % akkor teljesiil, ha (9, ¢) € [7/4, 7] x [0, 27]

d) a feltétel sindcosy > 0, ami sind > 0 miatt (¢,¢p) € [0,7] X [—7/2,7/2] mellett
teljestil.

. Az alabbi egyenldtlenségekkel megadott térrészekhez valasszunk olyan koordinatarendszert,

amelyre nézve a paramétertartomany téglatest és hatarozzuk is meg azt.

a) 2+ +22<2,0>0,22+92 <23 2>0

b) 2 +y? <4, 2<y, 0<y, |2 <2

Megoldas.

a) gombi koordindtarendszerben r(r,d, ¢) = rsin ¥ cos @i + r sin ¥ sin pj + r cos vk, a tar-
tomany 7 € [0,v/2], ¥ € [0,7/4], p € [-7/2,7/2].

b) hengerkoordinatakkal r(g, ¢, z) = ocos¢i + gsin ¢j + zk, a tartomany o € [0,2], ¢ €
[7/4,7], z € [-2,2]

Tovabbi gyakorlé feladatok

9. Potencidlos-e az alabbi vektormez6? Ha igen, adjuk meg egy potencidljat.

a) u(z,y,z) = (y+2)i+(x+2)j+ (z+yk
b) u(r)=r
¢) u(z,y,z) =yzi+ zzj — zyk
Megoldas. Mindharom vektormez6 az egész térben értelmezett, tehat akkor potencidlos, ha
a rotacidja 0.
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=1—1=0, tehat létezik potencidl. Egy potencial

b) A derivaltmétrix az egységmatrixszal egyenld, tehat szimmetrikus. Emiatt a rotécié 0
és létezik potencidl.
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10.

11.

12.

13.

nem szimmetrikus, tehat nincsen potencial.
Legyen f : R, — R differencialhaté és tekintsiik a v(z,y, 2) = f(va2 + y2) 224 vektor-
VR ?
mezot. Mutassuk meg, hogy v potencialos és hatarozzuk meg egy potencialfiiggvényét.

Megoldas. v a z tengely koriili forgatasokra nézve szimmetrikus, igy sejthetjiik, hogy a
potencialfiiggvény is ilyen (ha létezik). Szamoljuk ki F'(y/x? 4+ y?) gradiensét, ahol F' tet-
sz0leges fliggvény:

i+ yj
grad F(y/22 +y?) = F'(\/22 + y2)7—x2 —

tehat ha F' = f, akkor a gradiens éppen v. Mivel f folytonos, ilyen tulajdonsdgu F
fiiggvény létezik.

Az origén dtmend tengely koriil w € R? szogsebességgel forgé test r helyvektori pontjanak
sebessége u(r) = w x r. Hatdrozzuk meg u egy vektorpotencialjat.

Megoldds. Koordinatakkal u(z,y,z) = (wyz — w,y)i + (w,x — w,2)j + (w,y — wyr)k. A
divergencia szamolasdhoz a komponenseket rendre x, y és z szerint kell derivalni. Ezek
a derivaltak mind O-val egyenloek, tehat divu = 0, vagyis 1étezik vektorpotencial. Egy
lehetséges vektorpotencial komponensfiiggvényei:

,Ua:(xayaz) = /OZ Uy(l',y, <) dC
2

= /Oz(wzx —w,()d¢ = w,xz — wm%
oy(2,9.2) = [ &y 0de - [Cuey.QdC
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= WY + W Y2 — Wy 5

v,(z,y,2) =0.

Adjuk meg az z? + y? = 22 kupfeliilet és az x + z = 1 egyenletii sik metszésvonaldnak egy
paraméterezését.

Megoldds. A masodik egyenletbdl z = 1 — x, ezt az els6be irva
P Hyt=0-2)?=1+2"- 2z,

tehat 1 — y? = 2. Eszerint x és z kifejezhetd y segitségével, valasszuk ezt paraméternek:
t = y. A paraméterezés

1—#, . 1+t
r(t) = 5 i+tj+

k,
ahol t € R.

Az y? + 22 = a? és 2% + 2% = b? egyenletii hengerfeliiletek metszésvonala a # b esetén két
zart gorbébdl all. Adjuk meg ezek egy-egy paraméterezését az a < b esetben.

Megoldds. A két gorbe a nagyobb sugart henger egy-egy oldalan helyezkedik el, tehat az
egyik az r < 0, a masik az x > 0 félsikban. Emiatt megtehetjiik, hogy a kisebb sugari
henger yz sikra val6 vetiiletét (a sugaru kor) paraméterezziik, és a masodik egyenletbél
kifejezziik az x értékeket. Ebbél a kovetkezd paraméterezések adédnak (t € [0, 27]):

r(t) = \/b? — a?sin®ti + acostj + asintk
r(t) = —\/b? — a?sin®ti + a cos tj + asin tk.



14. Adjuk meg az 22 + y? — 22 = 1 egyenletli egykopenyii forgashiperboloid egy paraméteres
egyenletét és hatarozzuk meg minden pontjaban a normalvektorat.

Megoldds. r(u,v) = coshu cosvi + cosh usin vj + sinh uj

o or
ou Ov

= (sinh u cos vi + sinh usin vj + cosh uk) x (— cosh usin vi + cosh u cos vj)

= — cosh? u cos vi — cosh? usin vj + cosh usinh uk

15. Forgassuk meg az y = f(z) fuggvény grafikonjit az x tengely koriil. Hatarozzuk meg a
kapott feliillet egy paraméterezését.

Megoldds. r(t,¢) =ti+ f(t)cospj+ f(t)sin gk, ahol t € R, ¢ € [0, 27].

16. Egy egyenes korhenger tengelyének két végpontja A = (2,2,7) és B = (—1,5,3). Adjuk
meg a henger palastjanak egy paraméterezését, ha a henger sugara 3.
Megoldds. A két végpontot Osszekotd (irdny)vektor v = —3i + 3j — 4k. A hengernek
erre merdleges sikmetszetei korok, a paraméterezéshez a legegyszeriibb, ha kerestink két
v-re és egymasra is mer6leges egységvektort (egyet konnyt taldlni, a harmadik vektoridlis
szorzés/sal elciiéllithaté). Ilyenek pl. u = %(1 +j) ésw = \/%(—Qi + 2j — 3k). Ezzel a
parameterezes

r(¢,t) = a+tv + 3cos pu + 3sin pw,

ahol a = 2i + 2j + 7k az A pont helyvektora, ¢ € [0,27] és ¢ € [0,1].
17. Tekintsiik azt a toruszt, amelynek kozépkore R sugaru, az x —y sikban fekszik, kozéppontja

az origd, és amelynek a keresztmetszete r < R sugara kor. Adjuk meg a torusz feliiletének
egy paraméterezését.

Megoldds. r(9,¢) = (R + rsind) cos¢i + (R + rsind)singj + rcosvk. Egy lehetséges
paramétertartomany (9, ¢) € [0, 27| x [0, 27].
18. Az alabbi egyenlétlenségekkel megadott térrészekhez valasszunk olyan koordindtarendszert,

amelyre nézve a paramétertartomany téglatest és hatarozzuk is meg azt.

a) 2< a2+ +22<4,y<0

b) (x=3)"+(y+2°+ (2 —1)* <25

¢) ¥+ y*+25<1,2>0,y>0

d) (x—2)*+4y*<4,0<2<1

Megoldas.

a) gombi koordinatakkal: r(r,d,¢) = rsindcos pi + rsindsin pj + rcos vk, (r, 9, ) €
[v/2,2] x [0,7] x [0, 7).

b) eltolt gombi koordinatakkal: r(r, 9, ¢) = (3+rsinvcos )i+ (—2+rsindsinp)j+ (1+
rcos)k, (r,9,¢) € [0,5] x [0, 7] x [0, 27].

c) az x —y sikban polarkoordindtédkat hasznalhatunk, a sik egy pontja feletti egyenessza-
kaszt pedig konstans hatarokkal paraméterezhetjiik, pl. r(p, ¢, h) = pcos ¢i+ psin ¢j+
V1= p?hk, (p,¢,h) €10,1] x [0,7/2] x [-1,1].

d) induljuk ki a szokasos hengerkoordinatakbol, de y iranyban felére 6sszenyomva, x irdny-
ban pedig a z koordinatéval aranyosan eltolva: r(p, ¢, h) = (h+pcos ¢)i+%p sin ¢j+ hk,
(p, ¢, h) €[0,2] x [0,27] x [0, 1].



