Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 tavasz

4. feladatsor: Felszin, felszini és feliileti integral
(megoldas)

1. Forgassuk meg az y = f(z) differencidlhato6 fiiggvény grafikonjit az x tengely kortl. Trjuk
fel a kapott forgastest egy paraméteres egyenletét. Mekkora az a < x < b savba esO rész
felszine?

Megoldds. r(u,v) = ui+ f(u)cosvj+ f(u)sinvk paraméterezéssel

or 8r

3 < (u) cosvj + f'(u)sinvj) x (—f(u)sinvj + f(u) cos vk)

(u)i— f(u)cosvj — f(u)sin vk,

(i+f
fw)f’

ebbdl

A= //% dvdu—27r/f W1+ f(u)du

2. Hatérozzuk meg az x2 + y* + 22 = 4 egyenletii gémbfeliilet (z — 1) + 3? < 1 egyenletit
hengeren beliili részének a felszinét.

ar

Megoldds. Elég a z > 0 felét kiszamolni. Legyen a paraméterezés r(r,¢) = rcospi +

rsin ¢j + v4 — r2k, ekkor

or gy = (i singi = ) x (orsingi+ reos)
72 COS ¢ 72 sin ¢
- i+ j+rk
Vi Ji—2 T
@x@ o 2r
or = 00| VI-1?

A paramétertartomany ¢ € [—7/2,7/2], r € [0,2cos ¢], tehat

w/2  2cos¢ /2 r cos
/ / 2r drdgb——4/ 2% 1

/2 —7’2 7r/2 7" 0

/2
:8/ (1—|sing0|)d<p:87r—16/ sin p dp = 87 — 16.
—7/2 0

3. Hol van a tomegkozéppontja az origd kozépponti, vékony, R sugari, egyenletes p feliileti
tomegstirtiségii gombhéj, z > 0 féltérbe es6 részének?

Megoldas. (v, p) = Rsinv cos pi + Rsinvsin pj + Rcosdk, (¥, ¢) € [0,7/2] x [0, 27]

g; X gr = (Rcosv cos pi + Rcos¥singj — Rsinvk) x (—Rsindsin pi + Rsin v cos ¢j)
¥
2 2 . 2 2 g e . 9 . or Or 5 .
= R"sin” ¥ cos pi + R sin” ¥ sin ¢j + R*sin ¥ cos ¥k ~» | — X —| = R"sin ¥
09 Oy
tomeg:

/2
/ pR?sin g dv dp = 2npR?
o Jo



tomegkozéppont z,y koordinataja:

1 2 /2
Ty = 271',URQ/0 ; pR? sin ¥(Rsind cos @) d dp = 0
S /2”/”/2 R?sin 9(Rsin 9 sin @) d9 dyp = 0
Yok = i b s R sin sin ¥ sin ¢ Y=

tomegkozéppont z koordinataja:

Ztk =

2r /2
5 R2 / / pR? sin ¥(R cos¥) dv) dy
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. Az r(u,v) = €"cosvi+ e"sinvj + uk, u < 0, v € [0, 27| tolesér feliileti tomegstirtiségét a
pu(x,y, z) = 1+ x fiiggvény irja le. Mekkora a tomege?

Megoldas.
8r><8r (e i+ " sin v + K) X (—e" sin vi + ¢ i)
— X — = i in —e"sin vi
90 < Do e" cosvi + e sin vj e" sinvi + e" cos vj

= —e“cosvi — e sinvj + e*k

A megadott paraméterezést hasznalva u(r(u,v)) = 1+ e*cosv, tehat a tomeg:
8r or

2
o[ [
m = /,u (r(u,v) 7
27
:/ / (14 €“cosv)ve?™ + e dvdu
—o0 J0
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:27T/ e"v1+e2vdu

arsinh 1
=27 / cosh? t dt
0

t 1 arsinh 1
=27 |:2 + Z sinh 2t:|0

dvdu

= V271 + rarsinh 1 = 7,2117. ..,

ahol az u szerinti integral e* = sinh ¢, e* du = cosh t dt helyettesitéssel szamolhato.

. Miaz u(z,y,2) =xi—yj+zk vektormezo integrélja az r(u,v) = (u+2v)i+vj+ (v —v)k
felillet (u,v) € [0,3] x [0,1] darabjan & x 2t irdnyitas mellett?

v
Megoldas.
or 81‘ . Y
20 = 70 =({i+k)x(2i+j—k)=—-i+3j+k

u(r(u,v)) = (u+2v)i —vj+ (u—v)k
//u dA = / / —6v) dudy = —9
. Hatérozza meg az u : R? — R3
u(z,y, z) = (22 + 22y — x2)i — y?j — 222k

vektormezd integraljat az origd kozépponti R = 2 sugart gomb feliletére kifelé mutatd
iranyitas mellett.



Megoldas. Hasznaljuk a szokdsos paraméterezést: r(v, p) = R(sin v cos pi + sin ¥ sin pj +
cos ¥k), ekkor

or Or

£ X % = R?sin 9(sin ¥ cos pi + sin ¥ sin @j + cos k),

ami kifelé mutat, a paramétertartomany (9, ¢) € [0, 7] x [0, 27].

u(r(v, p)) = R*(sin® ¥ cos® p + 2sin® ¥ sin ¢ cos ¢ — sin ¥ cos ¥ cos )i
— R?sin® ¥'sin? pj — R*sin v cos ¥ cos k.

Az integral eszerint

T2 or Or
/u~dA—/O/O u(r(ﬁ,gp))-%x%dgpdﬁ

T 2w
= R* / / (sin4 ¥ cos® ¢ + 2sin® 9 cos® psin ¢ — sin® 9 cos ¥ cos?
o Jo
— sin® ¥'sin® p — sin? ¥ cos® ¥ cos cp) dp dv

= 7R /7T cos ¥ sin® ¥ dv = 0.
0

Tovabbi gyakorlé feladatok

7. Mekkora az r(u,v) = e*(cosvi + sinvj + k) felillet (u,v) € [0,1] x [0, 7/4] paramétertarto-
manynak megfelel6 darabjanak a felszine?

Megoldas.

|le*(cos vi + sinvj + k) x e¥(—sinvi + cos vj)| = e*u| — cosvi — sinvj + k| = v/2e*

1 /4 5
/ V2e* dv du = \/—W(eQ - 1)
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8. Mekkora a felszine az r : R?2 — R?

r(u,v) = ui + vj + uvk

feliilet u? + v? < 1 paramétertartomanynak megfelelé darabjanak?

Megoldas. |(i+ vk) x (j +uk)| =| —vi —uj + k| = V1 + u? + 02
A= V14 u?2+v2dudoe
u?24v2<1

1 27
:/ / V1i+r2-rdodr
0o Jo

1 23/21 2
ZQW[(l—i—T) } =S (2v2-1)=38294...
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9. Szamitsuk ki az M tomegii, homogén tomegeloszlasiu, z? + y*> = R?, 2| < g

hengerpalast tehetetlenségi nyomatékat a koordinatatengelyekre nézve.

egyenletii

Megoldas. Egy paraméterezés r(¢,z) = Rcos¢i + Rsin¢j + zk, a paramétertartomany
(¢,2) € [0,27] x [—h/2,h/2]. Ekkor

@xar
0¢p 0z

= |(—Rsin¢i+ Rcos¢j) x k| =R



A paldst felszine 2w Rh, tehat a feliileti tomegstirtiség p = 5= Rh A tehetetlenségi nyomaté-
kok szamolasahoz a koordinatafiiggvények négyzeteit kell integralni:

hj2  p2r M MR?
2 2 _ 3p
/,ux ds = 27rRh h/2/0 R°cos“¢- Rdpdz = o RhR hr = 5
h/2  p2m M MR2
ds = R? Rd¢dz = ——R’hrr
/My 27TRh —h/2Jo Sint ¢ - ¢dz 2m Rh 2
R/2 2w L3112 Mh2
ds = / 2. Rdpdz = orp || = M
/,uz 27rRh —ny2Jo ‘ ¢dz 2mRh i [3]h/2 12

Két ilyen integral 6sszege a harmadik tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték, tehat
rendre az x,y és z tengelyekre: -5 M (h? + 6R?), ;5 M (h? + 6R?) és M R?.

' 12

10. Integraljuk a v(z,y, 2) = zyi+ (2x+2)k vektormez6t az r(u,v) = (u+2v)i—vj+ (u*+3v)k
felillet 0 < u < 3, —2 < v < 0 paramétertartomanynak megfelel darabjan % X % irdnyitas
mellett.

Megoldas.
81' or .. s .
90 < 90 =(i+2uk) x (2i—j+3k) =2ui+ (-3 +4u)j —k

és v(r(u,v)) = (—uv — 20?)i+ (2u + u? + Tv)k felhasznédldsaval

or Or
/V dA = / / —u X %dudv
= / / —uv — 20%)i+ (2u + u® + Tv)k) - (2ui + (=3 + 4u)j — k) dudv

:/ /(—2u—u2—7U—2u21}—4uv2)dudv:—11.
2.Jo

11. Integraljuk a v(z,y, z) = (z+y)i+2°k vektormez6t az x? +4y*+92% = 1 egyenletfi feliileten
kifelé (a z tengelytél tavolodo irdnyba) mutaté irdnyitds mellett.

Megoldds. A felilletet paraméterezhetjik r(v,¢) = sinvcospi + 5 sm Jsingj + = cos vk
modon, ekkor

or Or

1 1 1
£ X % = (cosﬁcosgoi—i—zcosq?singoj — 3sin19k> X (—sinﬁsingpi+2sinﬁcos¢j)

1 1 1
= sind (6 sin ¥ cos @i + gsinﬁsingoj + 2(:0819) .

v(r(d,p)) = (sin U cos ¢ + 5 sindsin gp) i+ 5 cos® Uk felhaszndlésaval az integral:
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