Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

7. feladatsor: Szukcessziv approximacié, néhany
egyenlettipus (megoldas)

1. Szdmoljuk ki az y/(z) = y(x)* — (x + 1)y(x) + 1 differencidlegyenlet szukcessziv approximé-
ci6javal kapott els6 két kozelit fliggvényt, ha a kezdeti feltétel y(0) = 1.

Megoldds. A 0. fiiggvény konstans po(z) = y(0) = 1, a fuggvénysorozat tobbi tagjat
rekurziéval definialjuk:
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2. Szamoljuk ki az y'(z) = y(z) differencidlegyenlet szukcessziv approximéciéjaval kapott elso

négy kozelit6 fiiggvényt, ha a kezdeti feltétel y(0) = 1.
Megoldas. A po(x) = y(0) = 1 fiiggvénybél kiindulva
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ennek alapjan a fliggvénysorozat elsé négy tagja
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Ebbdl egyébként rajohetiink az altalanos tag alakjara:
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ezt teljes indukcidval lehet bizonyitani. A kapott fliggvénysorozat minden korlatos interval-
lumon egyenletesen konvergal az y(z) = e” fiiggvényhez, ez megoldja a Cauchy-feladatot.

3. Oldjuk meg az 3y = e ¥ sin? z differencidlegyenletet y(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet szétvalaszthato, raadasul eV sehol sem 0, tehat mindkét oldalt
eloszthatjuk vele: e¥y’ = sin?z. Ezutdn integraljuk mindkét oldalt zq = 0-tél 2-ig:
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Ebbdl y(x) kifejezheté:

1
y(r) =1In <1 + g — 4sin2x> .
. Egy test zuhan fiiggolegesen a gravitacio és a sebesség négyzetével aranyos kozegellenallas
hatasdra. A mozgast az y : R — R magassag-idé-fiiggvény irja le, ami eleget tesz a
y'(t) = —g +ay'(t)°
differencidlegyenletnek. A ¢ = 0 pillanatban a test 4ll és y(0) = h magasan tartézkodik.
Hogyan mozog ezutan?

Megoldds. v = vy’ helyettesitéssel v/ = —g + av? szétvalaszthatd, a megoldasa
V(7) o)1 artanh (ﬁv(t))
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amibdl v(t) meghatérozhaté:

o(t) = —\/z tanh (/agt)

ezt integralva

_h+/ Ty = h — ¢/tth_T
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Erdemes a kapott fiiggvényt osszehasonlitani a kozegellenallds nélkiili zuhandst lefré jol
ismert h — %tz fiiggvénnyel. Ehhez fejtsiik sorba a megoldast t = 0 kortl (vagy o = 0 koriil
« szerint, ez ugyanazt adja):
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. Oldjuk meg az xy’ = y + a2 + y? differencidlegyenletet y(3) = 4 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Osszuk el mindkét oldalt x-szel (nem 0 az xg = 3 pont egy kérnyezetében):

f—l-—\/x?—l— = 1+

tehat a jobb oldal csak y/x—tol figg. u = % helyettesitéssel és zu = y, u + 2u’ = ¢/
felhasznalasaval x > 0 esetén az
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egyenletet kapjuk, amibol
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és igy a megoldas

4
y(x) = zu(x) = xsinh (arsinh 3 +1In g) :



Tovabbi gyakorlé feladatok
6. Szamoljuk ki az y/(z) =
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Megoldds. A kezdeti fiiggvény konstans ¢o(z) = 1, a tovabbiakat
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moédon definidljuk. Ebbdl
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ennek limesze (x > 0 esetén) y(z) = ™ = 2, ami megoldja a kezdetiérték-problémat.

7. Szukcessziv approximdcié segitségével hatérozzuk meg az y' () = x+y(x) differencidlegyen-
let y(0) = 1 kezdeti feltételhez tartozé megoldasat.

Megoldds. A figgvénysorozat 0. tagja ¢o(x) = 1, a tovdbbiakat a
prna(a) =1+ [ €+ pu(©) de

rekurzié hatarozza meg. Az els6é néhany fliggvény
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A fiiggvénysorozat mindenhol abszolut konvergens, hatarértéke
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Ez megoldja az egyenletet:

(—1—2+4+2") =—-1+2" =2+ (-1 —x + 2").
. Hatdrozzuk meg a (22 + 1)y’ — 3y = 0 differencidlegyenlet altalanos megolddsat.
Megoldas. Az egyenlet

Y 3
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alakra hozhaté, ha y # 0 és © # —% (ha y valahol 0, akkor mindenhol az az egyenlet
alapjan). Integraljuk mindkét oldalt felhaszndlva, hogy y és yo egyez6 eléjelii:
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azaz
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Az értelmezési tartomany (—oo, —%) vagy (—%, o0). Latszélag két szabad paraméter van,
de az el6jelre tigyelve a nevezét kihozhatjuk a zardjelbol, és yg-val Osszevonhatjuk:

y(x) = O1 + 222,

ahol C' barmilyen eldjelii lehet.
. Hatdrozzuk meg az (1 + z2)y’ + (1 + y*) = 0 differencidlegyenlet altalanos megold4sat.
Megoldds. Az egyenlet szétvalaszthato:
Y -1
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Mivel nincsen megadva kezdeti feltétel, egyszeriibb hatarozatlan integrallal folytatni, tigyel-
ve arra, hogy a két oldal egy-egy primitiv fliggvénye konstansban eltérhet egymastol:

arctan y(z) = C — arctan

tehat y(z) = tan(C — arctan z). Egyszertibb alakot kaphatunk
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felhasznéalasaval:
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vagy tan C helyett C-t {rva (ez is tetszéleges konstans!):
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10. Oldjuk meg az 3" = —2zy’” differencidlegyenletet y(0) = 0, 3/(0) = 1 kezdeti feltétel

11.

12.

mellett.

Megoldas. Vezessik be a v = ¢ jelolést, erre a fiiggvényre nézve az egyenlet els6rendii:
v/ = —2zv%, ami szétvalaszthatd. A kezdeti feltétel v(0) = /(0) = 1, tehat
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Integralassal kapjuk a megoldast:

y(x) =y(0) + /Oz v(€)dE = /0r 1_:52d§ = arctan z.
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Oldjuk meg a 2zyy’ = y? — z? differencidlegyenletet y(1) = 1 kezdeti feltétellel.
Megoldads. A kezdeti feltétel kornyezetében 2xy # 0, igy eloszthatjuk vele az egyenletet:
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a jobb oldal csak y/z-t6l fligg, igy y = xu helyettesitést alkalmazhatunk. Ekkor ¢y’ = u+xu/,
tehét
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tehat a megoldas

y(m):xu(ac):\lxo <1+y§>x—x2:m.

Oldjuk meg az xy’ =y — x cos® ¥ differencidlegyenletet.
Megoldads. x # 0 esetén az egyenlet

y = g—cos2g,
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ahol a jobb oldal csak y/x fiiggvénye. y = zu helyettesitéssel y' = u + zu/, tehét
;) y —u Yy 1 Ly u 1

U —5 — —CO0s" = — — = ——cos"u
x T x r x x

u 1

cos? u T

tanu(z) = —Inx + C
y(x) = zarctan (C —Inz) .



