Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 6sz

8. feladatsor: Kezdeti feltételtol valé fiiggés, egzakt
differencialegyenletek (megoldas)

1. Keressiikk meg az iy’ = siny differencidlegyenlet konstans megoldasait, és hatarozzuk meg
ezek kezdeti feltétel szerinti derivaltjait, ha a kezdeti feltétel az zy = 0 pontban van meg-
adva.

Megoldds. Ha y(x) = yo konstans megoldds, akkor ¢/'(z) = 0, tehét sinyy = 0. Ez yo = km
esetén teljestl (k € Z). Rogzitsiink egy k egész szamot, és jelolje Y (x,0,y0) az y(xg) =
yo kezdeti feletételt kielégité megoldast, ennek vy, szerinti derivaltja az (z,0, k7) pontban
legyen D(x). A tanult tétel szerint Y és D differencialhaté, a lancszabély alapjan
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D (LC) - ayo axY(37>an0)

yo=km

0
= —sin Y (x,0,yo)
ayo yo=km

= cos Y (z,0,km)D(z)
= (—=1)"D(z).

A kapott differencidlegyenlet szétvalaszthato:

D'(x)
D(x)

= (_1)k’
a két oldalt integralva D(0) = 1 figyelembevételével In D(x) = (—1)*z, vagyis
D(z) = ek

addédik.
2. Tekintsuk az

/

Y =Y

/ .
Yo = — Sy

differencidlegyenlet-rendszer y1(0) = y2(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldasat. Ha-
tarozzuk meg a megoldas derivaltjat a kezdeti feltétel szerint ebben a pontban.

Megoldds. Az y;(x) = yo(z) = 0 konstans fiiggvény a kezdetiérték-probléma egyetlen meg-
oldésa. JelolJe Y<=T>0;YO) = ()/1(.1', 073’0)73/2(%07}’0)) a megOIdéSt (yl(O)’yQ(O)) = Yo =

(Y01, Yo2) kezdeti feltétel mellett. Legyen D;;(z) = W. A tanult tétel alapjan D;; és
»J

Y differencidlhatéd. fi(x,y) = yo, fo(x,y) = —siny; jeloléssel a derivalt

g 0 0
ng(x) = %%Yz’(% 0,¥0) = ——[i(z,0,Yi(z,0,y0))
7-]

yo=0 8y07j yo=0



Ez két figgetlen differencidlegyenlet-rendszer, a kezdeti feltétel D(0) = I (egységmatrix).
Késébb latni fogjuk, hogy hogyan lehet az egyenletrendszert megoldani, de azt most is
észrevehetjik, hogy

ey - [t Dute]

cosr sinx
—sinx cosx

megoldés (azt tudjuk, hogy csak egy megoldas létezik).

. Oldjuk meg a 2x + cosy — (zsiny)y = 0 differencidlegyenletet y(1) = 0 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldas.

0(2x + cosy)
Ay

O(—zsiny)
Ox

= —siny =
miatt az egyenlet egzakt, a potencidl

u(z,y) = /:(25 + cos0) d¢ + /Oy(—l' sinn) dn

:x+x2—x+xcosy:x2+xcosy.

A kezdeti feltétel alapjan u(xg,yo) = u(1,0) = 2, tehdt a megoldds implicit alakban x? +
zcosy(x) = 2.

Eszrevehetjilk, hogy ez az implicit egyenlet olyan gérbét hatdroz meg a sikon, ami nem
egy fiiggvény grafikonja, hiszen ha egy (x,y) par rajta van a gorbén, akkor (z,+y + 2km)
is. Ilyenkor altaldban az torténik, hogy a kezdeti feltételtol elindulva a gorbe egy darabja
még fliggvény, de amint az érinté fiiggdlegessé valik, mar nem biztos, hogy folytatddik a
megoldéds. Mindenesetre ha az (zg,yy) pontban nem fliggbleges az érint6, akkor annak egy
kornyezetében egyértelmii a megoldas.

A feladatbeli kezdeti feltétel viszont éppen a kivételes eset, hiszen az egyenletbe helyette-
sitve 2 4+ 1 — 0y/(1) = 0 adédik, aminek nincsen megoldasa. Az implicit alakbél y(x)-et
kifejezve két olyan fliggvényt talalunk, ami megoldja az egyenletet egy nyilt intervallumon,
aminek egyik végpontja 1, oda folytonosan kiterjed, és kielégiti a kezdeti feltételt:

2
y(x) = +arccos ( — :L‘) :
T

. Egyvaltozés multiplikatorral tegyiik egzaktta az 22+ y* + 8xy®y’ = 0 differencidlegyenletet,
majd oldjuk meg.
Megoldds. Létezik csak x-t6l fiiggé multiplikator:

AB4+yt) _ 9(8xy®)

—1 1
1n|M(g;)|:/ o - or dx:/%dx:—§ln|x|+0

alapjan M (z) = 2|72, tehat |z|~/2(2® + y*) + 8|x| 712213y’ = 0 egzakt. A potencial
T Y 2
ulwy) = [ 16172 +0)dg + [ Sl e dy = Zatlal 2 4 2yt 2,
Az éltalanos megoldés u(z,y) = C, amibél

4 -
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5. Egyvaltozés multiplikatorral tegyiik egzakttd az ylny + ysinhx + (z + ye?)y’ = 0 differen-
cialegyenletet, majd oldjuk meg.

Megoldas. Létezik csak y-t6l fliggd multiplikator:

O(z4yeY)  O(ylny+ysinhx)

1
In | M :/ e Oy d:/—d — _ly+C
n | M(y)| yIng —ysmhz y , ny +

alapjan M (y) = 1/y, tehdt Iny + sinh z + (% + ey) Yy’ = 0 egzakt. A potenciél kereséséhez
legyen a kezdépont (0, 1), mert az origéban nem értelmes egyik komponens sem. Ekkor

u(w,y) = /Ow(lnl + sinh &) d§+/1y (Z; _|_€77> dn
=coshz —1+zlny+ e’ —e.

Az altalanos megoldas implicit alakban u(z, y(x)) = C, ebbdl y(z)-t nem lehet elemi fiigg-
vénnyel kifejezni.

Tovabbi gyakorlé feladatok

6. Hatarozzuk meg az y' = sin(zy), y(0) = 0 kezdetiérték-probléma megoldasanak kezdeti
feltétel szerinti derivaltjat.

Megoldds. A konstans 0 fiiggvény megoldja a kezdetiérték-problémat és a Picard-Lindelof-
tétel miatt ez az egyetlen megoldas. Legyen Y(x,0,y0) az y(0) = yo kezdeti feltételt
kielégité megoldéas, D(z) ennek yo szerinti derivaltja az yo = 0 pontban. Ez a kovetkezd
differencidlegyenletnek tesz eleget:

yo=0 Yo yo=0
= cos(zY (2,0,0))zD(z) = zD(z).
Az kapott differencidlegyenlet szétvalaszthato:
D/
@ _,
D(x)

a két oldalt integralva D(0) = 1 figyelembevételével In D(z) = 2%/2, vagyis
D(z) =" /2,
7. Tekintsiik az

/ —
Yy = xe” Myo

Yo=1—¢”

differencidlegyenlet-rendszer y;(0) = y2(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldasat. Ha-
tarozzuk meg a megoldas derivaltjat a kezdeti feltétel szerint ebben a pontban.

Megoldds. Ha y; = yo = 0, akkor a jobb oldal 0 x értékétdl fliggetleniil, tehat a konstans
y1(z) = y2(x) = 0 megoldja a kezdetiérték-problémat. Legyen Y (z,0,yo) az (y1(0), y2(0)) =
Yo = (Yo,1,Y0,2) kezdeti feltételt kielégité megoldas és D;;(z) az i. komponens yo ; szerinti
derivaltja. Ez kielégiti a

, 0 0

0
7}/;('1.7073,0) = aifl(x>oayrz(x70ay0))
yo=0 Yo,

6y0’j 827 yo=0
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10. Hatdrozzuk meg az L‘y”/ +

egyenletrendszert, ahol fi(z,y) = ze V'ys és fo(x,y) = 1 — e¥2. A lancszabdly alapjan
kifejtve az egyenletrendszer

Diy(7) = 2Dy (2)
Diy(x) = 2Dos()
Dy, () Do ()
Diy(7) = —Dys(x)

A kezdeti feltétel D;;(z) = 0;; (Kronecker-delta, azaz D(0) = I az egységmatrix), ezzel
az utolsé két egyenlet megoldhaté (mindkettd szétvalaszthatd): Doy(z) = 0 és Dag(x) =

e . Az els6 egyenlet ennek alapjan D7,(x) = 0, tehat Dj;(x) = 1 konstans. Végiil a
méasodik egyenlet D,(z) = ze™™, amibdl integralassal Dis(z) = 1 —e™* — ze™*. Tehat a
derivaltmatrix

Dy1(z) Dia(x) I 1—e®—ge™®
D(I‘) - [Dgl(x) DQQ(ZE)] - |f) e * )

. Hatérozzuk meg az ycoshz + (sinhx — 2y)y’ = 0 differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti
feltételnek eleget tevé megoldasat.
Megoldds. Az egyenlet egzakt, mivel

J(y cosh x) — coshr — J(sinhz — 2y).
dy ox

Egy potencial
x Yy
u(z,y) = / 0 - cosh&d¢E +/ (sinhz — 2n) dn = ysinhz — y°.
0 0

A kezdeti feltételt behelyettesitve u(zg, yo) = u(0,1) = —1, tehat

1
y(x) = 5 (sinhx + 1/4 + sinh? x) :

(A méasodfoku egyenlet megoldasabdl ...+, /7~ ad6dik, a megfeleld eléjelet a kezdeti feltétel
hatérozza meg.)

. Oldjuk meg az y cosh z+ (sinh z —2y)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = —1 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldas. A differencialegyenlet egzakt, mivel

a—yy coshx = coshx = e sinh z
A megoldas u(z,y(z)) = C alakban irhaté, ahol gradu(x,y) = ycoszi + (sinhx — 2y)j
és u(wg,y(zo)) = u(0,—1) = C. Egy lehetséges valasztds u(z,y) = ysinhz — y?, amibél
C = —1ésigy

1 1
y(x) = 5 sinhz — 5\/4 + sinh? .

(A mésodfoku egyenlet megoldasabdl ...+, /- adddik, a megfelel$ eléjelet a kezdeti feltétel
hatérozza meg.)

2x4 3y

% y' = 0 differencialegyenlet altaldnos megoldasat.
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11.

Megoldas. Létezik csak y-tél fiiggd multiplikator:

) 2.’5-531/2 8( x+y

B y 1
ln]M(y)‘:/ 9 =Ty % dy:/ydy:lny—l—c,

Y

tehat M(y) =y, é igy = +y + (z + $y?)y’ egzakt. Egy potencil
2 3

u(:c,y):/ow(§+0)d§+/0y <x+§n2)dn:$2+xy+y2.

Az éltaldnos megoldés implicit alakban u(z,y(z)) = C, ahol C' paraméter.
Oldjuk meg az y + (ye” — 1)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 3 kezdeti feltétel mellett.
Megoldas. Létezik csak x-tol fiiggé multiplikator:

Oy _ Olyer—1)

In|M(z)| = /de — /(—1)dx —

tehat M(z) = e ® és ye ™ + (y — e ™)y’ = 0 egzakt. Egy potencial
2

_ v —£ Y —x _y —x
u(z,y) = | 0-ede+ | (n—e ) dn =7 —ye™

A kezdeti feltétel alapjan a megoldés implicit alakja u(z, y(z)) = u(zo, yo) = % Az explicit
alakot is meg lehet hatarozni:

y(x) =e "+ e V1 + 3e?e.



