Matematika A3 els6 PPZH A csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. december 13.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Az r(t) = vt + tj fiiggvény Lipschitz-folytonos a [0, 1] intervallumon.
b) Ha egy vektormez6 vektorpotencidlos, akkor barmely zart gorbén 0 az integralja.
c) Vektormez6 gorbe menti integraljanal a gorbe megforditasakor az integral nem véltozik.

Megoldads.

a) Hamis. A fiiggvény folytonosan differencialhaté (0,1)-en, és 0-ban a derivalt abszo-
lutértéke végtelenhez tart. Emiatt w tetszélegesen nagy lehet (Lagrange-féle
kozépérték-tétel miatt).

b) Hamis. Vektorpotecidlos vektormezéknek zart felilleten 0 az integrélja. Akkor lenne
igaz a kovetkeztetés, ha skalarpotencial 1étezését tennénk fel.

c) Hamis. A gorbe megforditdsandl az integralkozelité osszegek minden tagja ellentettjére
valtozik, hiszen a skalarszorzat egyik tényezoje megfordul. Emiatt a limesz, vagyis a
gorbementi integral is az ellentettjére valtozik.

2. (4p) Bizonyitsa be, hogy ha r : [0, 1] — R?® Lipschitz-folytonos, akkor az altala meghatdro-
zott gorbe rektifikdlhato.

Megoldds. Legyen L Lipschitz-konstans, azaz minden t;,ts € [0, 1] esetén |r(t;) — r(t2)| <

L|ty — ts|. Ekkor tetszéleges 0 = tg < t; <ty < ... < t, = 1 osztopontokat vilasztva a
kozelitd torottvonal hossza feliilrol becsiilhetd az alabbiak szerint:
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tehat létezik az osztépontoktol (és azok szamatdl) fiiggetlen felsd korlat. Ez éppen azt
jelenti, hogy a szuprémum véges, vagyis a gorbe rektifikalhato.

3. (8p) Létezik-e skalarpotencidlja az
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vektormezének? Ha igen, hatdrozzon meg egyet.

Megoldds. u mindenhol folytonosan differencidlhato, tehat a potencial létezésének feltétele
az, hogy a rotacio 0 legyen. A szimmetria miatt elég példaul az els6 komponens y szerinti
derivaltjat szamolni:
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a tobbi derivaltat a valtozok cseréjével hatarozhatjuk meg. x és y felcserélésekor ez nem
valtozik, tehat a rotacié z komponense 0. Hasonléan lathaté, hogy a tobbi komponens is
0, tehat létezik potencial.



A tanult formula alapjan
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egy potencialfiiggvény.

. (8p) Hatérozza meg az u(z,y,z) = (z* + y2)i + (22% — y?)j + (—2? + 2?)k vektormezd
integréljat az AB szakasz mentén, ha A = (1,1,0), B = (5,7, —4).

Megoldds. A szakasz egy paraméterezése r(t) = (1+4t)i+ (1+6t)j+ (—4t)k, ahol ¢ € [0, 1].
Az integralt

7(t) = 4i + 6j — 4k
u(r(t)) = (1 +4t — 8t3)i+ (1 + 4t — 4t*)j + (-1 - 8t)k

felhasznalasaval szamithatjuk ki:
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. (8p) Mennyi az r(t) = 2Inti + 2v/2tj + t?k térgérbe t € [1,2] darabjdnak fvhossza?
Megoldas.
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. (8p) Hol van a témegkézéppontja az 22 + 3% + 22 = 1 gombfeliilet 0 < y < x egyenl6tlenség
altal meghatarozott darabjanak?

Megoldas. Hasznaljuk a gombfelillet szokésos paraméterezését: r(d,p) = sintcospi +
sin ¥ sin pj + cos vk, a megadott darabnak megfeleld paramétertartoméany 9 € [0, 7], ¢ €
[0,7/4]. A tomegkézéppont meghatarozasdhoz a koordindtafiiggvények felszini integraljat
kell elosztani a felszinnel. Felhasznalva, hogy
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a megfelel6 integralok:
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Ebbdl a tomegkozéppont helye:
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7. (8p) Szamitsa ki az
u(z,y, 2) = (—a*y® — 2%)i + (2° + 2%y*)j

vektormezd integraljat az 22 + y? = R?, 2 = 0 egyenletrendszerii gérbén pozitiv koriiljaras
szerint (a z tengely pozitiv fele fel6l nézve).

Megoldds. A megadott gorbe korvonal, tehat zart, igy hasznalhaté a Stokes-tétel. Mivel a
gorbe a z = 0 sikban fekszik, egy ugyanebben a sikban fekvé T' korlap pereme. Ha ezen
a korlapon integralunk egy vektormezot, akkor elég annak z komponensét ismerni (vagyis
igazabdl a Stokes-tétel specialis esetét, a Green-tételt hasznaljuk). rot u z komponense:
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Az integraldsnal polarkoordinatakat érdemes hasznalni:
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