Matematika A3 masodik PPZH B csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. december 13.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha f : R? — R folytonosan differencidlhat6, akkor az y' = f(z,v), y(zo) = wo
kezdetiérték-problémanak barmely (xg,yo) € R? esetén egyértelmii a lokdlis megolddsa.

b) Az y”" + "y’ — (sinx)y = 1 differencidlegyenlet megolddsai kétdimenziés vektorteret
alkotnak (a pontonkénti miiveletekre nézve).

c) Ha az y;(z) és yo(x) fiiggvények az y” + a1(x)y’ + ap(z) = 0 differencidlegyenlet meg-
oldasai, ahol ag, a; folytonos, és Wronski-determinansuk valamilyen x pontban nem 0,
akkor sehol sem 0.

Megoldas.

a) Igaz. A folytonos differencidlhatésagbdl kovetkezik a lokalis Lipschitz-folytonossag (a
két valtozéban egyiitt is), tehdt a Picard-Lindel6f-tétel szerint ilyenkor barmilyen kez-
deti feltétel mellett egyértelmi a lokalis megoldas.

b) Hamis. Az egyenlet inhomogén linearis, tehat a megoldasok egy altér eltoltjat alkotjak.
Ugy is lehet érvelni, hogy a 0 fiiggvény nem oldja meg az egyenletet, tehat emiatt sem
lehet altér a megoldashalmaz.

c) Igaz. A két megoldds Wronski-determindnsa kielégiti a W’ = —ay(2)W differenciél-
egyenletet, aminek W (zx) = Cel a@dz 5 megoldasa, ha ez valahol nem 0, akkor C sem
0, viszont a masik tényez6 sehol nem 0.

2. (4p) Tegyiik fel, hogy y : R — R megoldja az ¢y’ = f(y) differencidlegyenletet, ahol f : R —
R folytonos, és lim, ., y(x) = A € R. Bizonyitsa be, hogy ekkor lim, ., ¢'(x) = 0.
Megoldas. Mivel f folytonos,

lim /() = Jim (o)) = £ (Jim o)) = F(4)
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a feltétel szerint. Ha ez a hatarérték nem 0, akkor de > 0 és K kiiszob, amivel minden
x > K esetén y/(z) > € vagy minden = > K esetén y'(x) < —e. Ebbél a két esetben y(x) >
Y(K)+e(x — K) illetve y(z) < y(K) — e(x — K) kovetkezik a Lagrange-kozépértéktételbol,
ami ellentmond annak, hogy y(x)-nek létezik hatarértéke. Tehat csak f(A) = 0 lehetséges.

3. (8p) Hatédrozza meg az y' = i differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégitd
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sorozat limesze?

Megoldds. A fuggvénysorozat 0. tagja ¢o(x) = 1, a tovabbiakat a
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rekurzi6é hatdrozza meg. Az els6 néhany figgvény
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4. (8p) Oldja meg a 2xy” = 3 Iny’ differencidlegyenletet y(1) = 0, ¥/(1) = €2 kezdeti feltétel
mellett.

Megoldds. Az egyenletben nem szerepel y, tehat v = y'-re nézve eggyel kisebb rendii diffe-
rencidlegyenlet: 2xv’ = vInwv, ami szétvalaszthatd.
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Integraljuk mindkét oldalt 1-t6l x-ig (a véaltozdt elzetesen pl. &-re cserélve):
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tehat v(x) = e*V*. Ebbdl integraldssal kapjuk az eredeti egyenlet megoldasat. t> = &,
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5. (8p) Hatdrozza meg a (2xe¥ — sinz) + (2(1 4+ 22)e¥ + cosx)y’ = 0 differencidlegyenlet
y(0) = —In2 kezdeti feltételt kielégité megoldasat.



Megoldas. Az egyenlet P(z,y)+Q(x,y)y’ = 0alakd, ahol P(x,y) = 2xe¥ —sinx és Q(z,y) =
2(1 + 2?)e? + cosw. Nem egzakt, viszont létezik csak y-tol fiiggd multiplikdtor:
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tehat M(y) = e¥. Eszerint a (2z€%Y —e¥sinz) + (2(1 4+ z2%)e® +e¥ cos z)y’ = 0 egyenlet mér
egzakt. Egy potencial
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Az &ltalanos megoldés implicit alakban u(z, y(x)) = C, ahol C paraméter. A kezdeti feltétel
alapjan C' = —g, azaz
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. (8p) Az
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differencidlegyenlet-rendszer y(0) = (0, 0) kezdeti feltételt kielégité megoldésa y(z) = (0, 0).
Hatarozza meg a megoldas kezdeti feltétel szerinti derivaltjat.

Megoldds. A derivaltmatrix kielégiti a D' = A(z)D differencidlegyenletet és a D(0) = [
kezdeti feltételt, ahol A(x) az egyenletek jobb oldalainak y; illetve y, szerinti derivéltjait
tartalmazza a megadott megoldas mentén:
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D(z) oszlopai ugyanannak a linedris egyenletrendszernek megoldésai, de kiillonbo6zé kezdeti
feltétellel, tehat érdemes az altalanos megoldast megkeresni. Az egyenletrendszer

Dy, = (sinz)Dy;
-D/27, = D2i7
ami val6jaban két fiiggetlen egyenlet, az altaldnos megoldds (Dy;(x), Dos(z)) = (Cre™ 5%, Coe®).

A kezdeti feltétel alapjan az i = 1 komponenseknél C; = e, Cy = 0, mig az i = 2 kompo-
nenseknél C; = 0, Cy = 1. Behelyettesitve kapjuk a derivaltmatrixot:

Dy1(xz) Dis(x) el=cosz
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. (8p) Hatérozza meg az y' + %y = —e” differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén elsérendli linearis, el6szor a hozza tartozé homogén
egyenletet oldjuk meg, ami szétvalaszthato:
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vagyis y(x) = C’%. Az inhomogén egyenletet az allandok varidlasanak moédszerével lehet
megoldani, a megoldas y(z) = @, ahol ¢(z) = —ze®, tehat

clx) = /(—mex) de = —ze® + /ex doe =e* — ze® + C.

A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
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