Matematika A3 szigorlat — 2016. junius 7.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Milyen g € R esetén konvergens az a,, = aq” mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |¢q| < 1, akkor a hatdrérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Definidlja egy f fiiggvény x¢ pontbeli derivaltjat.

f(xo+h) — f(z0) vagy lim f(xo) — f(2)

Megoldds. li
€go:aas hlg%) h T—x0 To—

. Definidlja a Riemann-integrél fogalmat.

Megoldds. Legyen f :[a,b] > R. Aza=29 <tg <z <t1 << -+ <xpq <tp1 <, = b oszt6-
n—1

pontokhoz tartozo integralkozelitd 6sszeg Z ft) (xie1 — x;). Azt mondjuk, hogy f az [a,b] intervallumon
i=0

Riemann-integrélhat6 és integralja I, ha Ve > 03§ > 0, amivel az osztépontok barmely olyan vélaszésa

n—1
esetén, ahol max;cyo, .. n—1}(Tiy1 — ;) < 0 teljesiil, az (I — z F@) (xir1 — x;)| < € egyenl6tlenség fenndll.
i=0

. Mit jelent az, hogy az f(x,y) fiiggvény differencialhaté az (xg,yo) pontban?

Megoldds. Léteznek olyan A,, A, szamok, amellyel f(z,y) = f(zo,%0) + Az(x — x0) + Ay(y — v0) +
o(v/(z — 20)% + (y — %0)?)

. Ismertesse a Gauss-elimindcié médszerét és egy alkalmazasat.

Megoldds. A Gauss-eliminécid soran egy méatrix 1épcsés alakjat hatdrozzuk meg sormiiveletek segitségével. A
sormiiveletek: két sor cseréje, egy sor tobbszorésének hozzdadasa egy méasik sorhoz, egy sor 0-t6l kiilonb6z6
szammal szorzdsa. A Gauss-elimindcié menete: Ha az elsé oszlopban csupa 0 elem van, akkor az els6 oszlop
letakarasaval keletkez6 kisebb maéatrixon dolgozunk tovabb. Ha van 0-t6l kiilonb6z6 elem, akkor esetleg
sorcserékkel elérjiik, hogy az az elsé sorban legyen, majd az els6 sor megfelelé tobbszoroseit a tobbihez adva
elérjiik, hogy az els6 oszlop tobbi eleme 0 legyen. Ezutdn az elsd sor és oszlop letakarasaval kapott kisebb
matrixon folytatjuk, stb. Alkalmazasok: pl. linedris egyenletrendszer megoldasa, rang meghatarozasa.

. Mit értink egy hatvanysor konvergenciasugara alatt? Adjon példat olyan hatvanysorra, amelynek a kon-

vergenciasugara 1 és az x = 2 és ¢ = 4 pontokban is konvergens.

Megoldds. Egy x¢ kozépponti hatvanysor konvergenciasugara R, ha |z — x¢| < R esetén konvergens, |z —
xo| > R esetén divergens. A feltétel szerinti hatvanysornak csak xzy = 3 lehet a kozéppontja, és ilyen 1étezik

— 1
is, pl. —(x—3)"
ol Y —(z—3)
n=0
Ismertesse a feliileti integral kiszamitdsanak modjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R3 paraméterezett irdnyitott felillet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integrélja a felileten [, Z24e) 2r0tv)yy (p(y, 4)) dudv médon szémithato, ha ZZ0uv) ¢ Irluv)

ou ov
a feliilet irdanyitasanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Adjon példét olyan sikbeli vektormezére, amelynek rotacidja az egész értelmezési tartomanyon 0, de nincsen

potencialfiiggvénye.
y . T

Megoldds. pl. =- ]
egoldds. pl. u(z,y) x2+y21+x2+y23

. Mondja ki a Picard-Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R**! és f : D — R folytonos, a mésodiktél az utolséig minden valtozéban Lipschitz-

folytonos, akkor az y™ = f(x,y,y/,...,y™V) differencidlegyenletnek barmely (zo,y0,...,5" ") € D
esetén létezik az y(xo) = yo, ¥ (x0) = yh, - - .,y "V (x0) = yénil) kezdeti feltételt kielégitd lok4lis megoldésa,

és az egyértelmi.

Definiédlja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az apy™ + an_1y™ Y + - + a1y + agy = 0 linedris alland6 egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a, A" + @, 1 A" "1 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-

kei A1, ..., A, multiplicitisuk rendre mq,...,m,., akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
e>‘1‘"”, o ,xml_lehz, .. ,e)‘rz, o ,xmr_leArx.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatdrozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét.

3 _ n2 arctann

n
a :lnn—\/ln2n+lnn+sinn b, = o
" " n 4+ 24 (2n)—
Megoldds.
In?n — (In?n 4 Inn + sinn) —1—shn 1
ap = = — -z
lnn+\/ln2n+lnn+sinn 1+ 1+ﬁ+1srilgz 2

mivel sin korlatos, Inn — oo

) TL2 arctann n372 arctann __ 1
= — —00
n on 1 —
n T+ 5+ 5(277,) n

mivel 2arctann — 7 > 3,1, és igy elég nagy n esetén n3—2arctann =01 _, o

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/ 3z% + 30

- dx

3 — 212 + 10z

Megoldds. A nevezd x(x? — 2x + 10), a masodik tényez6 gyokei 1 + 3i, tehat R felett irreducibilis. Parcidlis
tortekre bontjuk:

322 +30 A Bz +C (A+ B)2? + (—2A + C)x + 104

x3—2x2+10x7x+x2—2x—|—107 z(z? — 2z + 10)

alapjan az egyenletrendszer

3=A+B A=3
0=-24+C~ B=0
30 =104 C=6
Eszerint
S5z dr= -+ ——5—— | de =3I — | ————dx =31 2 arct C
/x3721’2+10z x /(m+(x1)2+9> T nx+3/(w?’1)2+1 T nx—+2arctan 3 +

3. Hatdrozza meg az f(x) = In(2+2?) fiiggvény zo = 0 kozépponti Taylor-sorat és annak konvergenciasugarat.

Megoldds. Felhasznalva, hogy

20 I2k+1

(In(2 + 22)Y L L
1 = = = — - —
v 2422 1Lz xk:O ok T L ok

2
és f(0) = In2, tagonkénti integraldssal adédik, hogy

0 $2k+2
flz) =In2+ ;)(—Mm

A konvergenciasugar ugyanaz, mint a derivalté, ami raciondlis tortfiiggvény, tehat a legkozelebbi szingulari-
tés tavolsaga xo-t6l, vagyis v/2. Kevésbé altalanos megfontoldssal arra is hivatkozhatunk, hogy felhasznalt
mértani sor pontosan akkor konvergens, ha |72/2| < 1. Vagy a végs6 formuldbél gyokkritériummal is kijon.

4. Hol vannak és milyen tipustak az f(z,y) = —2 + 6zy — Ty?> — y* fiiggvény lokélis szélséértékei?

Megoldds. A parcialis derivaltak

folw,y) = =2z + 6y v (25 Y) é’y(%y)} _ [—2 6
fi(z,y) = 6z — 14y — 49° v (@) [y (2,y) 6 —ld-12°

f € C*(R?) miatt lokélis széls6érték ott lehet, ahol az elsé derivaltaknak zérushelye van, az elsébdl x = 3y
kovetkezik, ezt a masodikba frva 0 = 4y — 4y3 = 4y(1 — y?), ennek zérushelyei y = 0 és y = +1. A méasodik
derivalt matrix a (0,0) pontban indefinit (tehét itt nincs széls6érték), a (3,+1) pontokban pedig negativ
definit, tehat itt vannak lokalis maximumok.



5. Van-e az
z o, Tz T
i—— J+
Y+ xz yc + Yz Y+ xz

u(z,y,z) =

vektormezének potencidlja az © > 0, y > 0, z > 0 tartomdnyon? Szamitsa ki u integraljat az r(t) =
(44 cost)i+ (9 —sint)j + k koriv mentén a 0 és 7/2 paraméterértékek kozott.

Megoldas. A megadott tartomény konvex, ott u folytonosan differencialhatéd, igy a feltétel az, hogy a
rotacidja 0 legyen. Ez teljesiil, tehat létezik potencial. Potencidlt tgy lehet egyszeriien keresni, hogy
az els0 komponenst = szerint, a masodikat y szerint, a harmadikat z szerint integraljuk, az eredmény
In(y+2x2)+Ci(y,2), —Iny+1In(y + z2) + Ca(x, 2) és In(y + x2) + C3(x,y). Latszik, hogy C(y, 2) = —Iny,
Cy(x,z) =0 és Cs(x,y) = — Iny vilaszthatd, tehat —Iny + In(y + xz) potencial.

A Newton-Leibniz formula alapjan a vonalintegral kiszamitasahoz a végpontokat kell csak behelyettesiteni:
r(0) =5i+ 9j + k és r(n/2) = 4i + 8j + k, ebbél az integral

2
(—In8+In(8+4)) — (—In9+In(9+5)) = ln2—;

6. Hatdrozza meg az y" — 4y’ + 4y = €?* differencidlegyenlet &ltalanos megoldasat.

Megoldds. A homogén egyenlet y” — 4y’ + 4y = 0, karakterisztikus polinomja A2 — 4\ +4 = (X — 2)2, teh4t
belsé rezonancia van: a homogén egyenlet 4ltaldnos megolddsa Ae?® + Bxe?®.

Az inhomogén tag exponencialis ugyanilyen kitevével, tehat kiils6 rezonancia is van, az inhomogén egyenlet
egy megoldasit y(z) = Azx2e®® alakban keressiik. Behelyettesitve

X =g — 4y + 4y = A(42%* + 8xe®™ 4 2627 — 4(22%€> 4 2we?®) 4 42%e®”) = 24e*”

tehat A = §.
Az 4ltaldnos megoldds y(z) = 22%€2® + Ae* 4 Bre?®.

7. Laplace-transzformécié segitségével oldja meg az y” + 3 — 20y = 3828 + 2219 — 2220 differencidlegyenletet
y(0) =0, /(0) = 9 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Legyen Y = Ly, ekkor

(Ly')(2) = 2Y (2)
(Ly")(z) = 2*Y(2) = 9

Az egyenlet mindkét oldalat Laplace-transzformalva

18! 19! 20! 20!

22Y (2) =9+ 2Y(2) — 20Y (2) = 38275 +255 - 25 = @(ZQ + 2 —20)
tehat
20! 9 1 20! 1 1
Y(2)= St = ek —
(2) z21+z2+z—20 10221+z—4 z+5
Ezt visszatranszformélva a megoldés: y(z) = 1522 + €' — 75,



