Matematika A3 szigorlat — 2016. junius 14.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos@+isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin P+ 2k ,ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Irja le logikai jelek segitségével, hogy mit jelent az, hogy egy szdmsorozat divergens. Adjon példat korlatos

divergens szdmsorozatra.
Megoldas. Az a, sorozat divergens, ha VA € R3e > 0OVNy € Nan > Ny : |A —a,| > €. Pl a, = (—1)".

. Mondja ki az 6sszetett fiiggvény differencialasara vonatkozé tételt.

Megoldds. Ha f és g fiiggvények, o € R, g differencidlhaté xo-ban és f differencidlhaté g(xg)-ban, akkor
f o g is differencidlhat6 az zo pontban, és a derivaltja ott f'(g(z0))g’ (o).

. Ismertesse a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkoz6 hanyadoskritériumot.

o0
a a
Megoldas. Az Z an pozitiv tagl sor konvergens, ha lim sup ntl 168 divergens, ha lim inf ntlS .

n—00 (7% n—o0  Qp
n=0

. Adjon sziikséges és elégséges feltételt homogén linearis egyenletrendszer megoldasanak egyértelmiiségére az

egyitthatomatrix rangja segitségével.

Megoldas. A megoldas akkor egyértelmii, ha az egyiitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek sza-
maéval.

. Adjon példat olyan kétvaltozés fiiggvényre, amelynek léteznek az origdéban a parcidlis derivaltjai, de ott nem

differencidlhaté
Megoldas. pl. xy

. Adjon példéat olyan vektormezdére, amelynek a teljes értelmezési tartomanyan 0 a divergencidja, de nem all

el6 egy vektormezo rotacidjaként.

Megoldds. pl. r — \r|+/"‘

. Mondja ki a Gauss-Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korlatos tartomany, amelyet a OV zart, kifelé irdnyitott feliilet hatarol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
av

. Irja fel az n-edrendfi linedris differencidlegyenletek altaldnos alakjét.

Megoldds. ayn(x)y™ + an_1(z)y™ D + -+ a1 (2)y + ao(z)y = b(x)
Ismertesse a Laplace-transzformacié alkalmazasat differencidlegyenletek megoldaséra.

Megoldas. A Laplace-transzforméaciot leginkabb olyan linedris differencidlegyenlet megolddsara lehet alkal-
mazni, amelynek egyiitthat6i alland6k vagy esetleg (alacsony fokszami) polinomok. Az egyenlet mindkét
oldalat Laplace-transzformaljuk, igy az ismeretlen fiiggvény Laplace-transzformaltjara nézve linearis egyen-
lethez jutunk. Ha az egytitthatok allandok voltak, akkor ez algebrai egyenlet, ha pedig polinomok, akkor
differencidlegyenlet, amelynek rendje a polinomok fokszamanak maximuma. Végiil az eredeti egyenlet meg-
oldasat inverz Laplace-transzformaciéval hatarozhatjuk meg.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Végezze el az f(x) = sin2z + 2 cos z fiiggvény teljes fiiggvényvizsgdlatat. (arcsin 2 = 0,25268...)

Megoldds. Dy = R, mindenhol folytonos, 27 szerint periodikus, igy foo-ben nem létezik hatarérték, sem
aszimptota. f(x) = 2cosx(sinx + 1) alapjdn a zérushelyek 7 + mk.

() = 2cos2x — 2sinz = 2 — 4sin?2 — 2sinx, ez sinz-ben masodfoki, a zérushelyek sinz = —1 és
sinx = %, amibdl x = —F + 27k vagy v = § + 27k vagy x = %” + 27k.

f"(z) = —4sin2z—2cosx = —2 cos z(4sin z+1), ennek zérushelyei T +7k, — arcsin § +27k és m+arcsin 1+
2rk.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
/ e da
0
Megoldds.
oo ) 2 b b
/ 2P dz = lim —x(—va)e_”:2 de = lim | | e —/ (—J:)e_zz dz
o b—oo Jg 2 b—o0 2 0 0
b
. —CCZ —z? €7$2 1 . 2 2 b 1
= Jm [26 T )T @+ 0e] =3
3. Oldja meg az A - X = B egyenletet, ahol
1 0 -1 1 4 -3
A=|-2 1 =2 B=1|3 -3 -1
-4 2 -3 3 -3 1

Megoldds. Pl. Gauss-eliminiciéval meghatarozhaté A inverze, X = A~!- B:

1 -2 1 -2 70
At=12 -7 4 X=1|-7 17 5
0 -2 1 -3 3 3

4. Hatarozza meg az f(x,y) = x? + y? fiiggvény feltételes szélséértékeit a 4a? — dwy + 4y? — 3 = 0 feltétel
mellett.

Megoldds. Lagrange-multiplikdtor médszerével:

0= %(mQ + 9% — MN42? — dxy + 4y* — 3)) = 22 — (8z — 4y)A

0= (%(332 +y? = Ada? — dzy +4y® - 3)) = 2y — (—4z + 8y)A

Ebb6l \ kikiiszobolésével x = +y adédik. Ha x = y, akkor a feltételbdl 3 = 422, azaz v =y = j:@, itt a

fliggvényérték % Ha viszont y = —x, akkor a feltételbdl 3 = 1222, azaz ©r = —y = :I:%, itt a fiiggvényérték

1. Tehét (@, @) és (—@,—@) maximumbely, (3, —1) és (=3, 1) minimumbhely.



5. Integrélja az u(z,y,2) = 2y +22)i+ (—z — 6y +42)j + (z — y — 42)k vektormez6t az (1,3, —9) kozéppont,
3 egység sugaru gomb feliiletén befelé mutatd irdnyitas mellett.

Megoldds. Az integral kozvetleniil is szamolhatd, de egyszeriibb a Gauss-Osztrogradszkij-tételt hasznalni.
divu(z,y,z) =0—6 — 4 = —10 alapjin

4
// u-dA:—// u~dA=—/// divudV = —(—10) - —33 = 360
gombfeliilet befelé gombfeliilet kifelé golyé 3

6. Oldja meg a (cosz —ysinz)+ (2+ 2y +cosz)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = —5 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds.

—(cosx —ysinz) = —sinx =

y oz

miatt az egyenlet egzakt. Egy potencial
z Yy
u(z,y) = / cos&d¢ +/ (24 21+ cosz)dn =sinz + 2y + y* + ycosx
0 0

Az altaldnos megoldés u(x, y(z)) = C, a kezdeti feltételbsl C' = u(0, —5) = 10.
7. Sorfejtés segitségével hatdrozza meg az y” + (z — 2)y’ — zy = 0 differencidlegyenlet y(0) = 0, y'(0) = 1
kezdeti feltételt kielégité megoldéasat.

o0
Megoldds. A megolddst y(z) = Z an,x"™ alakban keressiik, ekkor

n=0

(o) e}
zy(z) = g apz"t = E p—12"
n=0 n=1

y'(z) = Z apna" Tt = Z ani1(n+1)z"

n=1 n=0

o0
xy (z) = Z apnx™
n=1

y'(z) = Z apn(n —1)z"? = Z anio(n+2)(n+1)z"

n=0
Ezeket az egyenletbe helyettesitve
0 =2ay — 2a; + Z ((n +2)(n+ apta +na, —2(n+ 1)ap41 — an,l)x”
n=1
adodik, tehat as = a1 és n > 1 esetén

nan, —2(n+ Dant1 — an-1
(n+2)(n+1)

Ap4+2 = —

Ebbdl a kezdeti feltétel felhasznaldsaval ag =0, a1 =1, a3 = 1, ag = %, ay = é, stb. adodik, sejthetjiik,

hogy n > 1 esetén a,, = ﬁ Ezt a rekurziv osszefiiggésbe beirva
onap —2(n+1D)app1 —ap—1 nﬁ —2(n+1)% — ﬁ
fnt2 =" (n+2)(n+1) - (n+2)(n+1)
1n?=2(n+1)—n(n-1) 1
Tl (n+2)(n+1) B (n+1)!

1 =1
(= 1)‘1‘" = xz ﬁx" = ge”.

o0
tehdt tényleg ez a,, igy a keresett megoldds y(z) = Z

n=1



