Matematika A3 szigorlat — 2016. junius 21.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

tanak kiszdmitasi modjat.

Megoldds. Az a és b vektorok vektoridlis szorzata az az a x b-vel jelolt vektor, amelynek hossza |a||b|sin~,
ahol v a két vektor altal bezart szog, meréleges az a és b vektorokra, és a,b,a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot. Ha a = (ay, ay,a,) és b = (by, by, b,), akkor a x b = (ayb, — a,by, a by — azb, azb, —
ayb.).

. Mikor mondjuk, hogy az f fiiggvénynek z( inflexidés pontja?

Megoldds. z( inflexiés pont, ha ott f konvexitast valt, azaz Je > 0, hogy f az (xg — €, xp) intervallumon
konvex és az (zo, o + €) intervallumon konkdv vagy forditva.

. Mondja ki a Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a, b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd
[a, b]-n, akkor f: f(z)dz = F(b) — F(a).

. Definidlja az egyenletes konvergencia fogalmét és adjon példat a [0, 1] intervallumon konvergens, de ott nem

egyenletesen konvergens fliggvénysorra.

Megoldds. Egy f, figgvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatérértéke ott f, ha YeINy € NVzVn > Ny : |f(z) — fo(x)] < e. Péld4ul

Zf:l(wn —a"h).

. Definidlja a (valds vagy komplex) vektortér fogalmét.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V xV — V és - : K x V — V miveletekkel vektortér K felett, ha +
kommutativ, asszociativ, létezik r4 nézve neutrdlis elem (0) és inverz (v inverze —v), Yo € V : 1-v = v,
Yo e Via,f € K:a- (8 -v) = (aff) -v, és YVu,v € V,a,8 € Kesetén (¢ + ) - v =a-v+5-v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Mit jelent az, hogy az f : R? — R fiiggvény az (x9,yo) pontban folytonos?

Megoldds. f folytonos (z¢,yo)-ban, ha Ve > 036 > OV(z,y) € R? : |\/(z —20)2 + (y —10)?| < § =
|f(@,y) = f(zo,90)| <€

. Ismertesse a vektormezok vonalmenti integraljanak kiszamitasi modjat.

Megoldds. Ha r : [a,b] — R? folytonosan differencidlhaté és v : R?* — R? folytonos, akkor a v vektormezd
integrélja az r gérbe mentén I = f: v(r(t)) - r(¢) dt.

. Definialja a skaldrmezé fogalmat.

Megoldds. Skaldrmezének az R3 — R tipust fiiggvényeket nevezziik.

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(:c y)+Q(z,y)y =0 alakfl differencidlegyenlet egzakt D C R?-en, ha létezik v : D — R,
amire P(z,y) = gzu(z,y) é Qz,y) = z,u(x,y) teljesil.

Ismertesse a hnearls d1fferenc1alegyenletek hatvanysorokkal valéo megoldasanak menetét.

Megoldas. Legyen a kezdeti feltétel xzg-ban adott, ekkor a megoldast xg koriili hatvanysor alakban keresstik.
A hatvanysort tagonként derivalhatjuk, a derivaltakat behelyettesitjiik az egyenletbe. Ha az egyutthatéfligg-
vények xo-ban analitikusak, akkor a Taylor-sorukkal helyettesitjiik, majd kiszamitjuk a Cauchy-szorzatokat.
Ezutén (x — x¢) hatvanyai szerint haladva osszehasonlitjuk az egytitthatokat, ebbél a hatvinysor egyiittha-
téira rekurziv Osszefiiggést kapunk. A kezdeti feltétel az els§ néhany egytitthatét rogziti, a tobbit a rekurzié
hatarozza meg.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi integral értékét, ha k € N.

oo
/ e dz
0

Megoldds. Legyen I}, = / zFe™® dx, ekkor k > 1 esetén
0

0o b
I, = / 2¥e ®dz = lim e dx
0

b—oo J

b—oco —00

b
= lim ([—xkex]g —/ ka1 (=1)e™® dx) = —blirn Ve 4+ kI = kI,
0
A rekurzié alapjan I, = k!ly, ez viszont kozvetlentl szdmolhato:

Iy = / e *dz = lim [—e_gj]g = lim —e *+1=1
0

b—o0 b—o0
igy I, = k!
2 — 12
2. Végezze el az f(x) = v fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatit.
x
Megoldds. Dy = R\ {—4}, nem paros, nem pératlan, nem periodikus. Zérushelyei z = 4-2+/3. lirf f(z) =
T—>r1T 00

. -4 . - flx) o 1-13 L

lim =« Y- = Foo. Van ferde aszimptota: lim = lim — = lameredekségés lim f(x)—
r—Foo ] 4 = rz—+oo I r—Foo 1 + = r—+oo

) —4x — 12

z= lim = —4 a tengelymetszet.

x—r+o0 T+ 4

fl(x) = % zérushelyei © = —2 és x = —6. f"(x) = (xf4)3, ennek nincs zérushelye.
‘ (_007 _6) ‘ —6 ‘ (_67 _4) ‘ —4 ‘ (_4a _2) ‘ =2 ‘ (_2700)
f - max A X \ min /
f + 0 ; X - 0 +
1 - - - X + + +
10
| - =
) =2 ==
—10:—
,20;
_30;

Ry =R\ (f(=6), f(=2)) = R\ (=12, —4) = (=00, =12] U [—4, o0)

3. Hatarozza meg a

> sin (gn)
2w

sor Osszegét. Abszolit konvergens-e a sor?

sin(%n)

Megoldas. 5

< 27" igy a majoranskritérium alapjan abszolat konvergens.

) (7)_ 0 ha n =3k (k € N)
sin(-n) = V3
3 (=1)"%* han=3k+1vagy n=3k+2 (k€N)



Az abszolut konvergencia miatt az n = 3k + 1 és n = 3k + 2 részsorozatok 6sszegeit kiilon szamolhatjuk:

= sin (Zn V3 & 1 V3 = 1
Z % 9 Z(fl)k23k+1 T Z(fl)km

n=1 k=0 k=0
CVB(LL (L) s L
T2 \2 4 8) 8 1+Li 3
k=0 8
. Hatarozza meg az
11 -1
A=1|1 -4 1
3 —-18 5

matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbol 4116 bézis (C felett)?
Megoldas.
1—A 1 -1 1—A 1 0

1 —4 - 1 = 1 —4-X =3-A
3 -18 5-A 3 -18 —-13-2A

=(1-NN=A=2)—2A—4)=—-N =222+ 1 -2)=—-(A=2)(\2 +1)

det(A — \I)

Ennek gyokei A = 2 és A = +i. Mivel minden sajétérték (algebrai) multiplicitasa 1, 1étezik sajatvektorokbol
all6 bazis.
A )\ = 2 sajatértékhez tartozd sajatvektorok meghatarozéasa:

-1 1 -1 -1 1 -1
1 -6 1|~|0 =5 0]~ [01 _11 01}
3 —-18 3 0 —-15 0
igy [1 0 —1]T tobbszorosei a sajatvektorok.
A=
1—12 1 -1 1 —4 -1 1 1 —4—3 1
14— 1 |~[1-i 1  —1|~0 6-3 —2+i N[l _43_2 11}
3 —-18 5—1 3 —-18 5—1 0 —6+3 2—1
igy [1 +17 1 3} T t5bbszorosei a sajatvektorok.
Mivel a matrix elemei valésak, a A = —i-hez tartozoé sajatvektorok ezek konjugaltjai lesznek, azaz [1 -4 1 3}

tobbszorosei.
. Szédmitsa ki az r(u,v) = vcosui+ vsinuj + (u — v)k felilet 0 < u < 47, 0 < v < 4 darabjdnak felszinét.
Megoldas.

81‘ 6r

— = (—vsinui+vcosuj+k) x (cosui+sinuj — k) = (—vcosu —sinu)i+ (cosu —vsinu)j — vk

Bu
4 par 4
dudv—/ \/1+2v2dudv:47r/ 1+ (vV20)2dv
0o Jo 0

A//“

sinht = /2 2v, coshtdt = \f 2dv helyettesitéssel

or

arsh 4\[ arsh 4\@
A= 471'— / cosh? tdt = \fﬂ/ 1+ cosh2tdt
0

arsh 4v/2

inh 2
=2r {t + 31112 t] = V2rarsh4v/?2 + % sinh 2 arsh 4v/2
0

. Integralja az f(z,y, z) = 22 skaldrmezét az 2% + 32 + 2* < 1 tartomdnyon.

Megoldds. Hengerkoordindtakkal r(r, ¢, z) = 7 cos ¢i + rsin ¢j + zk, a Jacobi-determindns r, az integraldsi
tartomany 0 < ¢ <27, 0<r <1, —v1 —12 < 2z < v/1 — 12, tehat

2r e Y112 An [ 2 Yosr
am 3/4 _ AT 2 o274 _ O
// fdv = / / / zrdzdd)dr— / dr 3 { 7(1 re) }0—21



7. Oldja meg az y” + 2y’ +y = 22 differencidlegyenletet y(0) = 0, 3/ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. A homogén egyenlet 3 + 2y’ +y = 0, karakterisztikus polinomja A2 + 2\ + 1 = (X + 1)2, teh4t
A = —1 kétszeres gyok (bels6 rezonancia). A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(z) = Ae™* 4+ Bxe .
Az inhomogén tag polinom(szor exponencidlis, de a kitevé Ox), nincsen kiilsé rezonancia, igy az inhomogén
egyenlet egy megoldasat A + Bz + Cx? alakban keressiik. Ezt behelyettesitve

2% =2C +2(B +2Cxz) + (A + Bx + Cx?) = C2® + (B + 4C)x + (A + 2B + 2C)

adédik, ebbdl C = 1, B = —4, A = 6. Az 4ltaldnos megoldas igy y(r) = 2% — 4z + 6 + Ae™® + Bre ™7,
y'(0) =2x —4 — Ae™® + Be™® — Bxe *. A kezdeti feltétel

tehdt A = —6, B = —2. A keresett megoldas: y(z) = 22 — 4z + 6 — 6e~% — 2ze ™7



