Matematika A3 szigorlat — 2016. szeptember 13.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.
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< sz

Megoldds. Az (an)nen sorozat Cauchy, ha Ve > 03NgVn, m > Ny : |a, — am| < €.

Mondja ki az sszetett fliggvény xo pontbeli differencidlhatosagara vonatkozd lancszabalyt.

Megoldds. Ha f és g olyan fiiggvények, hogy ¢ differencidlhaté az x¢ pontban és f differencidlhaté a g(xo)
pontban, akkor f o g differencidlhaté az xg pontban és (f o g)'(zo) = f'(9(x0))g’ (x0).

Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legif(ebl)l ]; (: )[a, b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor létezik ¢ € (a,b),

amire f'(c) = 55—

Mit neveziink Leibniz-tipust sornak? Adjon példat feltételesen konvergens Leibniz-sorra.

Megoldds. A Y. | ay sor Leibniz-tipusi, ha a tagok valtakozé el8jeltiek és |a,| monoton csokkenden nul-
lahoz tart. Példaul Y- | (—1)" 1 feltételesen konvergens.

. Adja meg a matrixok rangjanak harom ekvivalens jellemzését.

Megoldds. Néhany példa: oszlop/sorvektorok altal kifeszitett altér dimenzidja, linedrisan fliggetlen osz-
lop/sorvektorok maximdlis szdma, maximdlis méret{i nemnulla determindnst négyzetes részmatrix mérete,
képtér dimenzidja, 1épcsds/redukélt 1épesds alakban a nemnulla sorok szama.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (20, o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(wo,y0) + f1(T0,0)(z — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-

. Ismertesse a feliileti integral kiszdamitasanak maodjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integralja a feliileten [, WWWP(% v)) du dv médon szamithaté, ha W X W irdnya

a feliilet iranyitasanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencialos vektormezd, egy potencidlja U, és r : [a,b] — R? térgorbe, akkor v
integrélja a gorbe mentén U(r(b)) — U(r(a)).

. Definiadlja a Lipschitz-folytonossig fogalmat.

Megoldds. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
x,2’ € Resetén |f(x) — f(2')] < Lz — 2'|.

Mit neveziink egzakt differencidlegyenletnek?

Megoldds. Az olyan P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alakii egyenleteket, ahol P = u}, és Q = u;, valamely u(x,y)
kétvaltozos fiiggvényre. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: Py = @)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Hatérozza meg az aldbbi sorozatok hatarértékét:

Gy, = COS (\/n2 +n-arctann — \/n2 —|—7)

, n—2 2n—1
" \n-7

Megoldds. Eloszor a bels6 hatarértéket szamoljuk ki:

(n? 4+ n - arctann) — (n? +7)
Vn2 +n-arctann + \/n2 +7
n - arctan(n) —

(\/1+ = .arctann + \/1 HQ)

arctan(n) — L

= —>%.
\/1+%~arctann+\/1+%

Vn2 +n-arctann — \/n2 +7 =

. T 1
Mivel cos folytonos, a, — cos § = 7

A maésodik sorozatndl az alap 1-hez tart, a kitev6 végtelenhez, ezért (1 4+ 1/n)"-re vezetjiik vissza:
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hiszen a szogletes zardjelen beliili rész hatarértéke e, a kiilsé kitevéé pedig 2.

2. Végezze el az f(x) = a5 — 223 + z fiiggvény teljes fiiggvényvizsgdlatat.
Megoldds. Dy = R, paratlan fiiggvény, nem periodikus. f(z) = z(z* — 222 + 1) = x(2? — 1)? alapjén a
zérushelyek x = 0 és x = £1. lim = Zoo, igy a folytonossdg miatt Ry = R. Nincs ferde aszimptota,

T—Foo
X
mert lim M:
rz—+toco I

f'(z) = 522 — 622 + 1 = (52% — 1)(2® — 1) zérushelyei +1 és :I: . f"(z) = 2023 — 122 = 4x(522 — 3)

zérushelyei 0 és j:\/é . Az elGjeleket elég pl. = > 0 mellett megnézni a szimmetria miatt.
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3. Legyen f az a 2 szerint periodikus fiiggvény, amelyre f(x) = (z — 7)? teljesiil, ha 0 < x < 27. Hatdrozza
oo

meg f Fourier-sordt. Hova konvergél a sor az x = 3 pontban? Adja meg a Z(—

k=1
Megoldas. f péros, emiatt a sin(nz) tagok eltlinnek. A megmaradd egytitthatékat a kovetkezd integrdlokbol
kapjuk:

) Osszeget.



1 2
ap = f/ (x — 7)? cos(nz) dz
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f folytonos és szakaszonként folytonosan differencialhatd, tehat a Fourier-sora minden pontban a fiiggvény-
hez konvergdl. Eszerint az x = 7 pontban
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amibdl a keresett szumma kifejezhets: — 5.

. Milyen c érték esetén létezik megoldasa az

-5 0 3 1| |x1 1
1 1 0 0f |22 _ | 2
—4 0 0 1| |x3] | O
-1 0 ¢ O0Of |z4 -1

egyenletrendszernek? Oldja meg az egyenletrendszert, ha ¢ = 2.

Megoldas. Végezziink Gauss-eliminaciot a kibovitett matrixon:

-5 0 3 1|1 1 1 0 0[2]st5s [1 1 0 0|2 1 1 0 02
1 1.0 0/2]sen|=5 03 1/1] 25510 5 3 111] smes [0 1 ¢ 01
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A megjelend tortek miatt nehézkes lenne tovabb szamolni, helyette vegyiik észre, hogy a c-t nem tartalmazé
oszlopok linedrisan fiiggetlenek, hiszen az utolsé sorbdl az utolsé elottit kivonva ezek az oszlopok felsé
haromszogmatrixot alkotnak nemnulla elemekbdl 4116 féatloval. Tehat a kibovitett matrix rangja mindig 4.
Az egylitthatomatrix rangja legaldabb 3, hiszen az emlitett oszlopok koziil hdrom itt taldlhaté. Az elsd két
oszlop szerint kifejtve a determindnsra —4c — (3 — 5¢) = ¢ — 3 adddik, tehdt ¢ # 3 esetén ez a rang is 4,
tehat létezik (méghozzd egyértelmil) megoldds. Ha viszont ¢ = 3, akkor a rang kisebb, tehdt nem létezik
megoldas.

¢ = 2 helyettesités utan végezziink tovabbi sormiveleteket:

1 1 0 0]2 11 0 0]2 1 1 0 02 1 1 0 0f2

0 1 2 O} -1s5 (0 1 2 01| sts |01 2 Of1f sug7ss (0 1 2 01

0 0 -8 1/4 0 0 8 -1|-4 0 0 1 0]2 0 0 1 0]2

0 0 —7 1i6 0 0 -7 116 0 0 -7 16 0 0 0 120
Most visszafelé haladva leolvashatjuk a megoldast: =4 = 20, z3 = 2, x93 = —3, 1 = 5.

. Egy tomor térusz kézépkore az « —y-sikban fekszik, kézéppontja az origd, sugara R, a keresztmetszet sugara
r < R. Hol van az x > 0 félsikba es6 rész tomegkoézéppontja?

Megoldas. A megadott testnek az y = 0 és a z = 0 sik is szimmetriasikja, emiatt a tomegkozéppont az x
tengelyen van. A térusz egy paraméterezése

r(p,9,p) = (R4 psind) cospi + (R + psind) sin pj + p cos vk,

a kérdéses toruszfélnek megfelel paramétertartomény: 0 < p < 7, 0 < ¢ < 27, —7w/2 < ¢ < 7w/2. A
Jacobi-determinans

sindcosp pcosdcosp —(R+ psind)sing
sindsing pcosdsing (R+ psind)cosy | = p(R+ psind).
cos ¥ —psind 0



A tomegkozéppont x koordindtdjanak meghatdrozasahoz az x irdnyu elsérendli nyomatékot kell elosztani a
térfogattal. Mindkett6 harmas integrallal szamithato:
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6. Oldja meg az y” = \/1 + y'? differencislegyenletet 4(0) = 3'(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet a v =y’ fliggvényre nézve elsérendi differencidlegyenlet, v = /1 + v2, ami szétva-
laszthato:

v 1
:17+C:/Idx:/idxzfidv:arshv,
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tehdt y'(x) = sinh(z + C1). Ezt integrélva y(x) = C3 4 cosh(z + C7) adddik, a kezdeti feltétel alapjan
C;=0,Cy =—1.
7. Hatédrozza meg az y” + 6y’ + 9y = sin 4z differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén linedris alland6 egyttthatds, tehat elészor a homogén egyenletet oldjuk
meg. Ennek karakterisztikus egyenlete 0 = A2 +6A+9 = (A+3)2, tehat —3 kétszeres gydk, belsd rezonancia
van. A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldésa y(z) = Ae™3* + Bre 3%,

Az inhomogén tag trigonometrikus, amivel igy jarunk el mint képzetes kitevdjii exponencidlis fiiggvénnyel.
Az exponensben +4i van, tehat nincsen kiils§ rezonancia, igy az inhomogén egyenlet egy megoldasat y(z) =
Acosdx + Bsin4dx alakban kereshetjiik. Ennek derivaltjai

y'(z) = 4B cosdxr — 4Asindx
y"(z) = —16Acos4x — 16 Bsin 4z,

amit behelyettesitve a kovetkezd egyenletet kapjuk:

(=TA+24B) cosdx + (—24A — 7B) sin 4z = sin 4z.

Ez minden z esetén akkor teljestil, ha —7A 4+24B =0 és —24A — 7B = 1, amib6l A = —% és B = —6775.
Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megoldédsa
24 7
y(r) = ——— cosdx — —— sin4x + Ae 3* + Bae 3",

625 625



