Matematika A3 els6 ZH A csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. oktéber 25.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha egy r: [0,1] — R3 fiiggvény folytonos, akkor rektifikalhato is.

b) Barmely skaldrmez6 gradiensének divergencidja 0.

c) Ha egy vektormez6 skalarpotencidlos, akkor barmely zart gorbén 0 az integralja.

Megoldds. a) Hamis. Példaul a Koch-gorbe is megadhaté folytonos fliggvénnyel, de nem
rektifikdlhat6. Egy mésik példa: r(t) = ti+ tsin 1j + tcos 1k, r(0) = 0 folytonos, de
szintén nem rektifikdlhat6 a [0, 1] intervallumon, bar minden [e, 1] alaki intervallumon
az, ha 0 < e < 1.

b) Hamis. Legyen példaul f(x,y,z) = 2%, erre divgrad f(z,y, z) = div(2zi) = 2 teljesiil.

c) Igaz. A Newton-Leibniz-tétel alapjan grad f integralja az r : [a,b] — R? gérbén
f(x(d) — f(r(a)). Ha a gorbe zart, azaz a két végpont egybeesik, akkor a kiilonb-
ség 0.

2. (4p) Bizonyitsa be az alabbi parcidlasi integralasi szabalyt:

/V(gradf)-udV:/avfu~dA—/VfdivudV,

ahol V korlatos tértartomany, 0V a pereme kifelé mutatéd iranyitassal, f skaldrmezd, u
vektormezo.

Megoldds. Jeldlje a szokdsos médon u,, u,, u, az u vektormezé komponensfiiggvényeit, ekkor
ofu) | Ofu) | Olfu)

ox oy 0z
B ou,  Ou, Ou, af of of
_f<8:v + oy + 8z>+8xux+ 6yuy+8zuz
= fdivua+ (grad f) - u.

div(fu) =

A Gauss-Osztrogradszkij-tétel és az integrél linearitasa alapjan az el6z6 azonossag felhasz-
nalasaval

[ fu-da= [ div(fwav = [ fdivadv + [ (grad f) - udv

addédik, ami a bizonyitand6 egyenléség atrendezése.
3. (8p) Létezik-e skalarpotencidlja az
z . )

u(x,y,z) = i+ j
(z,y,2) e e

vektormezének? Ha igen, hatarozzon meg egyet.

Megoldds. u mindenhol folytonosan differencidlhato, tehat a potencial 1étezésének feltétele
az, hogy a rotacio 0 legyen. Az utolsé komponens azonosan 0, az els6 kett6 pedig nem fiigg
2-t6l, igy a rotacio els6 két komponense biztosan 0. A harmadik

(rot u) ou,  Ouy xy ( xy ) 0
ro z = — — = — — — — ,
dr  dy  (1+a2+y2)? (1+ 22 +y2)*?

tehat létezik potencial.



A tanult formula alapjan

flay.2) = [Cuslep.ac+ [Tu om0y dn+ [ ua(e,0,0)a

: y U v &
= [ 0d +/ ——d —l—/ ——d

/0 ¢ 0o V1+a?+n? T V14&2 .
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egy potencialfiiggvény.

A Newton-Leibniz-tétel alapjan mashogy is szdmolhatunk, példaul olyan goérbe mentén
integralva u-t, ami a z tengellyel parhuzamos és arra meroleges egyenesszakaszbol all. Egy
egyszerl valasztas

0 tzk ha0<t<1
Ir =
2k + (t — 1)(zi + yj),

ahol t € [0,2]. Az els6 szakaszon az integrél 0, az mésodikon

2 (t—1)x (t—1)y N
/ (\/1 (t—1)222+ (t — 1)? \/1 t_12$2+(t—1)2y2j> (zi+yj)dt

)2(22 + y?)

Vagy azt is észrevehetjiik, hogy u szimmetrikus a z koriili forgatasokra nézve, tehat F'(v/x? + y?)
alak potencidlfiiggvényre szdmitunk. Ennek gradiensét u-val dsszevetve F(o) = /1 + 0*>+
C adédik.
. (8p) Szadmitsa ki az u(x,y,z) = yi — xj + zk vektormezd integraljat az z? + y* = 22,
5z — 4x = 9 egyenletrendszerii gorbén a z tengely pozitiv fele iranyabol nézve pozitiv
koriiljaras szerint.
Megoldds. A masodik egyenletbol z = % + %:C, ezt az elsObe irva és atalakitva
2=t 0,72,
Y 755" T
9(z? — 8z) + 25y = 81
9(x — 4)* + 25¢° = 225
(x—4° v
52 32

addédik, ami egy ellipszis egyenlete. Ennek szokasos paraméterezését z fenti kifejezésével
kombinalva a gorbe r(t) = (4 + 5cost)i + 3sintj + (5 + 4 cost)k paraméterezését kapjuk
(t € [0,27]).

=1

I(t) = —5sinti + 3costj — 4sintk
u(r(t)) = 3sinti — (4 + 5cost)j+ (5+ 4cost)k

felhasznéalasaval az integral
2
/u dr = / u(r(t)) - () dt
38111151 —(4+5cost)j+ (54 4cost)k) - (—Hsinti + 3costj — 4sintk)dt

/ —12cost — 15cos’t — 20sint — 16 cost sint — 15 sin? t) dt = —307.



Mivel a gorbe zért, lehetett volna Stokes-tétellel is szamolni: rotu(z,y, z) = —2k, tehét
meggondolhatjuk, hogy az feliilet z = 0 sikra vett vetiiletének (el6jeles) teriiletét kell —2-vel
szorozni. Ha pl. azt az ellipszislapot valasztjuk ami az bz —4xr = 9 sikban van, és a pereme
a megadott gorbe, akkor a vetiilet az (x 4) + % § 1 ellipszis lesz, ennek tertilete 5 - 3 - 7,
tehat az integral —2 - 15m = —307.

. (8p) Mennyi az r(t) = v/2ti + €'j + e 'k térgorbe t € [—1, 1] darabjanak ivhossza?
Megoldas.

1) = ‘\/§i+etj —e_tk’ =V2+e2 +e2 =+/2 4+ 2cosh2t = \/4cosh®t = 2cosht

felhasznélasaval
1 1
I:/ |1'°(t)|dt:2/ coshtdt = 2[sinht]" | = 4sinh 1.
-1 -1

. (8p) Hatarozza meg az origd kozéppont, m témegt, igen vékony gémbhéj alaki, homogén
test tehetetlenségi nyomatékat a z tengelyre nézve, ha a sugara R, vagyis az

_omo 2 2
[@.9,2) = oo (@ 4+ 4P)
fiiggvény felszini integraljat a (0,0,0) kozéppontu R sugart gomb felszinén.

Megoldas. Hasznaljuk a gombfeliilet szokasos paraméterezését:
r(9, @) = R(sin v cos pi + sin ¥ sin pj + cos vk),
ahol (¢, ) € [0, 7] x [0, 27], ekkor

or Or
7X7

2 .
90 % 9y = R*sin?.

Az integrandus a feltileten kiértékelve

fe(d, ) =

m 2 i 2 2 2292 _ M L9
ym RQ(R sin ) cos” p + R*sin” ¥sin” ) = 1, Sin v,
igy a tehetetlenségi nyomaték
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. (8p) Szamitsa ki az
u(z,y, z) = (ey + 26_(2“3’)2) i+ @—(2w+y)2j + ek

vektormezd integraljat az ABC'D négyzet oldalain ebben a sorrendben koriiljarva, ha A =
(0,0,0), B=(1,0,0), C =(1,1,0) és D = (0,1,0).



Megoldas. Hasznalhatjuk a Stokes-tételt, mivel a gorbe zart, ekkor nem kell a négy ol-
dalt kiilon paraméterezni, helyette integralhatunk azon az N négyzetlapon, aminek pereme
ABCD. Szamoljuk ki u rotaciojat:

rotu(z,y, z) = re™i — ye™j — e’k.

A négyzet egy kényelmes paraméterezése r(u,v) = ui+vj, ahol (u,v) € [0,1] x [0, 1]. Ekkor
or " or
ou’ v

tehéat a keresett integral

/azvu dr—/NrotudA // YYdudv = [—e ] —1—e.

Lehet Stokes-tétel nélkiil kozvetleniil is szamolni, de az oldalakon kiilon-kiilon nem lehet
elemi figgvényekkel kifejezni az integralt. Legyen az oldalak egy-egy paraméterezése az
alabbi:

r(t) = P(t) =i
r(t) =i+tj I(t) =j

r(t) = (1 — )i+ P(t) = —i
r(t)=(1-1)j t(t) = -,

mindegyik esetben ¢ € [0, 1], ekkor az integral

1 1
/ u-dr = / (142¢7) dt + / e~ @0 gy
0 0

1 1
+ / (—1) (e + 26’(2(1’”“)2) dt + / (=1)e"0=9* az.
0 0

A tagokat kiilon-kiilon csak numerikusan tudjuk meghatarozni, de az 0sszeg mégis egysze-
riisithetd. Legyen e egy primitiv figgvénye F', ekkor az integral igy irhato:

/u Ldr = (14 F(2) — F(0)) + (F(3) — F(2))
+(—e+ F(1) — F(3)) + (F(0) — F(1)) = 1 — .



