Matematika A3 els6 ZH MINTA csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. oktoéber

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha egy r: [0,1] — R? fiiggvény Lipschitz-folytonos, akkor differencialhaté is.

b) Ha egy vektormez6 skalarpotencidlos, akkor barmely zart irdnyitott felilleten 0 az in-
tegralja.

c) Vektormez gorbementi integraljanal a gorbe megforditdsakor az integral ellentettjére
valtozik.

Megoldds. a) Hamis. Példaul r(t) = |t — 1/2|i nem differencialhat6 a t = 1/2 pontban,
de Lipschitz-folytonos, mert szakaszonként folytonosan differencidlhato és korlatos zéart
intervallumon értelmezett (L = 1 Lipschitz-konstans vélaszthato).

b) Hamis. Skaldrpotencidlos vektormez6 integréalja zart gérbén 0, mig a vektorpotencidlos
vektormezdk integralja zart iranyitott feltileten 0.

c) Igaz. Az integralkozelité osszegek minden tagja ellentettjére valtozik, igy a limesz is
(ha létezik).

2. (4p) Bizonyitsa be az aldbbi parcidlis integralasi formulat, ahol f skalarmez6, u vektormezo,
S peremes iranyitott feliilet:

/S(fI'OtU)'dAZ/asfu-dr—/S(gradf><u)-dA

Megoldds. A Stokes-tétel szerint

s fu-dr = /Srot(fu) -dA

teljestil. A jobb oldalon az integrandust Leibniz-szabély szerint lehet kifejteni: rot(fu) =
grad f x u+ frotu. Ebbol atrendezéssel adédik az allitas. A felhasznalt Leibniz-szabaly
a komponensek kiszamolasaval ellenorizhetd, pl.
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3. (8p) Potenciélos-e az u(z,y, z) = (y+ 2)i+ (x + 2)j + (x + y)k vektormez6? Ha igen, adja
meg egy potencialjat.

Megoldads. A vektormez6 az egész térben értelmezett, tehat akkor potencidlos, ha a rotacidja
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4. (8p) Mi az r(t) = (sinht + cosht)i + (cosht — sinht)j + v/2tk gorbe ivhossza a t € [0,1n 2]
intervallumon?

Megoldas.
2
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5. (8p) Szamitsa ki az M tomegii, homogén tomegeloszlasi, z2 + y? = R?, |z] < % egyenletli
hengerpalast tehetetlenségi nyomatékat a koordinatatengelyekre nézve.

Megoldas. Egy paraméterezés r(¢p,z) = Rcos¢i + Rsin¢j + zk, a paramétertartomany
(¢,2) € [0,27] x [—h/2,h/2]. Ekkor

0 0
a; X a% = |(~Rsinéi+ Rcos ¢j) x k| = R
A palast felszine 27 Rh, tehat a feliileti tomegstirtiség p = %. A tehetetlenségi nyomaté-

kok szamolasahoz a koordinatafiiggvények négyzeteit kell integralni:
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Két ilyen integral 6sszege a harmadik tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték, tehat
rendre az z,y és z tengelyekre: -5 M (h? + 6R?), ;5 M (h? + 6R?) és M R*.
6. (8p) Hatérozza meg az u : R® — R3
u(z,y, z) = (2% + 2vy — 22)i — y?j — 222k
vektormezd integraljat az origd kozépponti R = 2 sugaru gomb feliiletére kifelé mutato
irdnyitas mellett.

Megoldds. Hasznaljuk a szokésos paraméterezést: r(v, ) = R(sin ¥ cos @i + sin ¥ sin ¢j +
cos ¥k), ekkor

0 0
a—; X c?:; = R?sin Y(sin ¥ cos i + sin ¥ sin @j + cos k),
ami kifelé mutat, a paramétertartomény (¢, ¢) € [0, 7] x [0, 27].

u(r(v, p)) = R*(sin® 9 cos® p + 2sin® ¥ sin ¢ cos ¢ — sin ¥ cos ¥ cos )i
— R?*sin®¥'sin? pj — R*sin ) cos ¥ cos k.

Az integral eszerint
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7. (8p) Mennyi az u(z,y, z) = (zy+52?)i+y?j+ (vz —y*)k vektormezd integrdlja annak a tet-
raédernek a feliiletén kifelé mutaté irdanyitas mellett, amelynek csicesai (1, —2,3), (0,—1,1),
(0,-3,0), (4,3,3)?

Megoldds. Zart felilleten kell integralni, tehat hasznalhaté a Gauss-Osztrogradszkij-tétel.
Eszerint a kérdéses integral megegyezik divu integraljaval a T" “tomor” tetraéderen. Egy
kényelmes paraméterezéshez tekintsiik az (1, —2,3) cstcsbdl kiindulé a, b, ¢ élvektorokat:

a=-i+j—2k
b=-i-j—3k
c = 3i+ 5j.

A paraméterezés legyen r(u,v,w) = (i — 2j + 3k) + ua + vb + wc, ahol 0 < u < 1,
0<v<1-u,0<w<1-—u—wv. Ekkor a Jacobi-determindns |abc| = 20.
A vektormezo divergenciaja:

divu(z,y,2) =z + 3y
divu(r(u,v,w)) = =5 + 2u — 4v + 18w,

tehat
/ u-dA:/divux y,z) - dedydz
or
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(Lehetett volna kozvetleniil is szamolni az integralt, de az laponként egy kétvaltozos integral
kiszamitasaval jar, igy egyszeriibb.)



