Matematika A3 masodik ZH MINTA csoport

Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. november

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha f : R? — R folytonosan differencidlhat6, akkor az y' = f(z,v), y(zo) = wo
kezdetiérték-problémanak barmely (g, yo) € R? esetén egyértelmii a lok4lis megolddsa.

b) Ha f : R?> — R k-szor folytonosan differencidlhat6, akkor az y' = f(x,y) differencidl-
egyenlet megoldasai k + 1-szer folytonosan differencidlhatéak.

¢) Bérmely homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasai vektorteret alkot-
nak.

Megoldas.

a) Igaz. Ha f folytonosan differencidlhat6, akkor folytonos is, és a masodik valtozé szerint
folytonosan differencialhatd. Ekkor a masodik valtozoban Lipschitz-folytonos is, tehat
a Picard-Lindelof-tétel miatt a lokalis megoldas egyértelmii.

b) Igaz. A k = 0 eset az egyenlettel ekvivalens integralegyenletbdl kovetkezik deriva-
lassal, a & > 0 eset pedig a differencidlegyenletbdl teljes indukcioval és a lancszabaly
felhasznélasaval (y'(z) = f(z,y(z)) mindkét oldalat derivalva).

c) Igaz. Ez abbdl kovetkezik, hogy a komponensenkénti derivalas és az z-t6l fiiggé mat-
rixszal szorzas is linedris leképezések a folytonosan differencialhaté vektorértéki fiigg-
vények terén, a megoldashalmaz pedig az y — (y' — A(+)y) lineéris leképezés magtere.

2. Bizonyitsa be, hogy ha f : R — R Lipschitz-folytonos, akkor az ¢y’ = f(y) differencidlegyen-
let minden R-en értelmezett periodikus megoldasa konstans.

Megoldas. Legyen T > 0, és tegyiik fel, hogy minden = € R esetén y(x + T) = y(z).
Valasszunk egy z € R pontot. Mivel y folytonosan differencialhato, a Rolle-tétel miatt
létezik x¢ € [z, x + T], amire y/'(x) = 0. Legyen yo = y(zo). A differencidlegyenlet alapjan
f(yo) = 0, tehét az y(x) = yo konstans fiiggvény megoldas. A Picard-Lindelof-tétel szerint
viszont az y(xg) = yo feltételt kielégité megoldés egyértelmil, tehat az eredeti megoldas is
a konstans volt.

3. Szukcessziv approximacio segitségével hatdrozza meg az i/ (x) = z+y(x) differencidlegyenlet
y(0) = 1 kezdeti feltételhez tartozé megolddsat.

Megoldds. A fuggvénysorozat 0. tagja ¢o(x) = 1, a tovabbiakat a
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rekurzi6é hatdrozza meg. Az els6 néhany figgvény
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A fiiggvénysorozat mindenhol abszolut konvergens, hatarértéke
ko

ylo) = lim —L=a+2) Gt gy = Tl et

Ez megoldja az egyenletet:
(—1—z+2") =—-142" =2+ (-1 —x +2").

. Oldja meg az y” = —2xy'* differencidlegyenletet y(0) = 0, y/'(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Vezessik be a v = 3 jelolést, erre a fliggvényre nézve az egyenlet elsérendii:
v/ = —2xv?, ami szétvalaszthatd. A kezdeti feltétel v(0) = y/(0) = 1, tehdt
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Integralassal kapjuk a megoldést:

0) —i—/ozv(é)dg = /()I1i£2d§ = arctan z.

. Hatarozza meg az ”y + 2”3?/

y' = 0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat.
Megoldas. Létezik csak Y- tol fliged multiplikator:

32r+3y o(ety r+y

In|M(y)| = [ o = o dy_/ dy=Iny+C,

tehdt M(y) =y, és igy « + y + (x + 3y*)y’ egzakt. Egy potencidl
T y 3 $2 3

u(z,y) =/ (€+0)d§+/ <x+n2> dyp="+ay+ 2.
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Az altalanos megoldas implicit alakban u(x,y(x)) = C, ahol C' paraméter.



6.

Az

v = 1+ut
Yy = (sinh )y, + yo — cosh®z

differencidlegyenlet-rendszer y(0) = (0,1) kezdeti feltételt kielégité megolddsa y(z) =
(sinhx,1). Hatdrozza meg a megoldés kezdeti feltétel szerinti derivaltjat.

Megoldds. A derivaltmatrix kielégiti a D' = A(x)D differencidlegyenletet és a D(0) = [
kezdeti feltételt, ahol A(x) az egyenletek jobb oldalainak y; illetve ys szerinti derivaltjait
tartalmazza a megadott megoldds mentén:

Alz) = {\/L_y 0] tanh z 0]‘

sinhz 1 sinhz 1

y1=sinh z [
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D(x) oszlopai ugyanannak a lineéris egyenletrendszernek megoldésai, de kiilonb6z6 kezdeti
feltétellel, tehat érdemes az altalanos megoldast megkeresni. Az egyenletrendszer

D, = (tanh ) Dy;
Dl21 = (sinh [L’)Dh + D2i7

az els6 egyenlet dltaldnos megolddsa Dy,;(x) = Cy cosh x, ezt a méasodikba rva
Dj, — Dy; = C sinh x cosh x

adodik, ami egy inhomogén elsérendii linearis egyenlet. A homogén egyenlet megoldasa
e”, az inhomogén egyenlet megoldéasat c(x)e” alakban irhatjuk, ahol ¢/(z) = w =
C14 — 157, tehdt c(z) = 19 + Cr 5y + Co.

Eddig azt lattuk be, hogy (Dy;(z), Dai(z)) = (Cicosha, e 2 + e + (Che®), ahol
C1,Cy € R, A kezdeti feltétel alapjan az ¢ = 1 komponenseknél ¢} = 1, Cy = —1/3,
mig az ¢ = 2 komponenseknél C; = 0, C5 = 1. Behelyettesitve kapjuk a derivaltmatrixot:
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Hatérozza meg az 3y’ —y = 2 — 2z Inx differencidlegyenlet dltaldnos megoldésat (z > 0),
ha yi(z) = €® és yo(x) = e * megoldja a hozza tartozé homogén egyenletet.

Megoldads. Az egyenlet mésodrendi linearis, amit elsérendii rendszerré alakithatunk y =
(y,y') bevezetésével:
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a megadott megolddsokbol all6 matrix (nem szinguléris), ekkor U(z)C a homogén rend-
szer altalanos megoldasa. Alkalmazzuk az allandok varidlasanak médszerét, az inhomogén
egyenlet megoldasa y(x) = c1(x)e” + co(x)e ", ahol

e"ci(z) + e dy(x) =0

2
e’y (z) — e dy(z) = o 2z 1n z.



d(x) = ” —e "xlnzx
x

coy(x) = -t e“rlnx.

A primitiv fliiggvény mindkét esetben a masodik tag parcialis integralasaval kaphaté meg,
példaul.
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hasonléan
c(x)=e"(r—1)Inz — e + Cs.

Az egyenlet dltalanos megolddsa tehat y(z) = 2xInz + Cre® + Che™™.



