A KLASSZIKUS MECHANIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Hazi feladatok — 2018/19 &sz

A feladatok kozil szabadon lehet valasztani, de eléfordulnak koztiik olyanok, ami-
hez az 6ran nem targyalt ismeretek sziikségesek. Az Osszpontszam alapjan alakul ki az
érdemjegy a szokasos ponthatarokkal: 40-55-70-85. A témakorok cime utan zardjelben
a beadési hatarido all.

1. Variaciészamitas (oktéber 10.)

1.1. Feladat (10p). Tegyiik fel, hogy az L Lagrange-fiiggvény a g, G, Gi, - - - ,qi(m) de-
rivaltak fiiggvénye, ahol a g;-k valos értékliek. Hatarozzuk meg az Euler—Lagrange egyen-
leteket, azaz a hatéas stacionarius pontjainak egyenleteit.

1.2. Feladat (10p). Legyen f olyan pozitiv C?-fiiggvény, amelyre f(—1) = f(1) =
(e +e71)/2. Ha a fiiggvény grafikonjat az x tengely koriil megforgatjuk, akkor a kapott
forgastest feliilete

/27rf V14 ()2 da
lesz. Milyen f fiiggvény mellett lesz a felillet minimalis?

1.3. Feladat (20p). Tekintsink N egyforma tomegii testet, amelyek egy sikban az
egymas kozotti gravitacids erd hatasara mozognak. Jelolje az i. test helyét az ido6 fligg-
vényében ¢;(t) (i = 0,1,..., N—1). A mozgasegyenlet egy megoldasat N-koreografidnak
nevezziik, ha létezik olyan f : R — R? 27 szerint periodikus fiiggvény, amivel

alt) = 1 (1 - 52r)

teljesiil. A Lagrange-fiiggvény
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alak, g; fenti alakjat behelyettesitve az

S(f) = /O%L(qo(t),...,qN_l(t),qo(t),...,qN_l(t))dt

o (1 N—1 1
:N/O (2|f(t)| +jzl ORI —152”))&

hatas stacionarius pontjai kozott kereshetiink N-koreografidkat. N > 2 esetén mindig
létezik egy trivialis N-koreografia, ahol a testek egyenletes kormozgést végeznek. Szamitogép




segitségével keresstink kozelitoleg nemtrividlis N-koreografidkat a fenti hatéds stacionarius
pontjainak (példaul lokalis minimumok) numerikus keresésével az

f(t) => (A, cosrt + B,sinrt, C, cosrt + D, sinrt)

n=1
alaku fiiggvények terén valamely rogzitett N > 3 és (elég nagy) r esetén.

1.4. Feladat (10p). Legyen M kompakt peremes sokasag, N sima sokasag, b : OM — N
adott folytonos fliggvény, r € N. Legyen

C"(M,N,b) := {f € C(M,N)|flsnons € C"(M\OM,N), flons = b}
a) Mutassuk meg, hogy C"(M, N,b) Banach-sokaség.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ € C"(M, N, b), akkor
T.C"(M,N,b) ~{v € I'(¢"T'N)|vars = 0}

1.5. Feladat (15p). Legyenek t; < to, 11 < x5 valds szdmok, D = [t1, t5] X [z1, 2o] C R?
és 0D a hatara. Adott b: 0D — R folytonos fliggvény esetén legyen

C"(D,R,b) = {f € C(D,R)|f|p\op € C"(D\ D, R), flop = b}

Ez affin tér a C"(D,R,0) Banach-tér felett (0 itt a konstans 0 értéki fiiggvény 0D-n),
tehat beszélhetiink egy rajta értelmezett fiiggvény differencialhatosagarol.
Legyen L € C?(R?) fiiggvény, és tekintsiik az S : C"(D,R,b) — R

S(a) = [[ Llai(t. ). d (¢, 2))dtda
D

funkcionalt.

a) Mutassuk meg, hogy S differencialhato.

b) Bizonyitsuk be, hogy dS(q) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha az

0 [ 0L(a,b) 0 [ 0L(a,b)
ot Tor\ o
a a:q{(t,x),b:q;(t,x) L a:qé(t,x),b:q’z(t,x)
Euler-Lagrange egyenlet fennall.
¢) Milyen egyenletet kapunk, ha L(a,b) = 3(a® — b%)?

1.6. Feladat (20p). Legyen M kompakt n dimenziés irdnyitott sokasag. Ha g € T'(S?*T* M)
Riemann-metrika, jelolje R, € C*°(M) és p, € I'(A"T*M) a hozza tartozé skalargor-
biiletet és térfogatot. Irjuk fel lokalis koordinatakkal az

S(g) = /M Ry

hatasbol kapott Euler-Lagrange-egyenleteket.



2. Differenciidlgeometria (oktéber 17.)

2.1. Feladat (5p). Mutassuk meg, hogy S' = {(x,y)|z* + y* = 1} részsokasdg R?-ben.

2.2. Feladat (5p). Legyen 7 : E — B sima vektornyaléb, f : B’ — B sima leképezés.
Definidljuk az f*m : f*E — B’ visszahizott nyaldbot

FE=A{(e,t)n(e) = f)},  [fim(e b)) =¥
moédon. Bizonyitsuk be, hogy ez sima vektornyalab B’ felett.

2.3. Feladat (5p). Legyen M = S' = {(cos o, sin )| € R},
E ={(cosa,sina, fcos(a/2), Bsin(a/2))|a, f € R}

és Mob : FF — M az els6 két koordinatara valé projekcio. Ekkor Mob nemtrividlis
1-rangt vektornyaldb S! felett. Mutassuk meg, hogy Mob @ Méb trivialis.

2.4. Feladat (10p).

a) Mutassuk meg, hogy minden M sima sokasidghoz megadhat6 egy sy : T(TM) —
T(TM) involicid, amivel 7y = T(Tar) © Sy

b) Bizonyitsuk be, hogy ha f : M — N kétszer folytonosan differencialhaté, akkor
T?fosy =syoT?f.

2.5. Feladat (5p). Legyen F': R x M — M, (t,m) — F;(m) sima leképezés, amire
Fi s = Fy o F; és Fy = idy,. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik pontosan egy X vektormezo
M-en, aminek folyama F'.

2.6. Feladat (10p). Keressiink S'-en olyan zart 1-format, ami nem egzakt. Mik S*
de Rham-kohomolégia-csoporjai?

2.7. Feladat (10p). Legyen M kompakt sokasag, X sima vektormezd, F; az X folyama,
Q) egy X-invarians térfogat. Mutassuk meg, hogy tetszéleges U C M nyilt halmaz és
t > 0 esetén létezik s > t, amire U N F5(U) # 0.

3. Lagrange-rendszerek (oktéber 24.)

3.1. Feladat (5p). Legyen Q = R, TQ ~ R?, rajta az indukélt koordinatak g, ¢. Irjuk
felaz L = %q’z —arctan q Lagrange-fiiggvénybdl kapott Lagrange-2-forméat és a Lagrange-
vektormezat.

3.2. Feladat (10p). Legyen L : TQ) — R Lagrange-fiiggvény.

a) Legyen f : Q — @ olyan diffeomorfizmus, amire L o T'f = L. Mutassuk meg, hogy
(Tf)*0, =0y, és igy T f szimplektikus.



b) Legyen X vektormez6 Q-n, F; a folyama, és tegyiik fel, hogy minden t-re L o TF;, =
L. Bizonyitsuk be, hogy TF; a u : v — FL(v)- X Hamilton-fiiggvényhez tartozo
Hamilton-vektormezo folyama.

3.3. Feladat (10p). Legyen g Riemann-metrika a @) sokasiagon, V : Q@ — R és Y
vektormezd @Q-n. Mutassuk meg, hogy az L : TQ) — R,

L(v) = 59(v,) + V(rqv) + 9(0, Y (rqu)

Lagrange-fiiggvény hiperregularis.
3.4. Feladat (10p). Legyen Q@ =R és H € C>*(T*Q) a
1

Hg,p) = 5 (¥ +o’¢°)

fliggvény.
a) Hatérozzuk meg Xpy-t és annak folyamét.
b) Adjuk meg az F'H fiiggvényt, a hozza tartozd Lagrange-fuggvényt, és ellenérizziik,

hogy az Euler-Lagrange egyenletek megoldasai és Xy integralgorbéi megfelelnek
egymasnak a Legendre-transzforméacio alatt.

4. Riemann-geometria (oktéber 31.)

4.1. Feladat (10p). Gémbi koordinatdkban hatarozzuk meg R?® egységgombjén az in-
dukalt Riemann-metrika komponenseit és a Christoffel-szimbolumokat. Ellenorizziik,
hogy a geodetikusok éppen a f6korok.

4.2. Feladat (10p). Legyen (Q, g) Lorentz-sokasdg, A 1-forma Q-en. Lokalis koordinatakat
valasztva a komponenseket jelolje g;; és A;, ahol i = 1,2, 3, 4. Legyen S'-en a koordindta
0, és tekintsitk a @ x S! sokasdgon azt a Lorentz-metrikat, amelynek komponensei

hij = gij + AiA;
hoi = hig = —A;
h@g =1
Irjuk fel a geodetikusok egyenletét lokélis koordinatékkal.
4.3. Feladat (15p). Tekintsiik az {(x,y) € R?|y > 0} félsikot mint R? részhalmazit,
ellatva az z,y koordinatafiiggvényekkel. Ekkor
1 1
g= de@dan?dy@dy

Riemann-metrika.
a) Irjuk fel a geodetikusok differencidlegyenletét.

b) Léassuk be, hogy a megolddsok az y tengellyel parhuzamos egyenesek és az = tengely

pontjai kérili félkérok. (Utmutatés: szamitsuk ki 4 és ©55 derivaltjat.)

¢) Hatarozzuk meg a geodetikusok paraméteres egyenletét.



5. Szimplektikus geometria (november 7.)

5.1. Feladat (10p). Legyen (E,w) szimplektikus vektortér. e € E és A € R esetén
legyen 7.\ : E — E a
Ten () = 2 + dw(z, e)e

linearis leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy 7., € Sp(F,w). (azaz minden z,y € E esetén w(z,y) =
W(Ten (), Ter(Y)))

b) Bizonyitsuk be, hogy az ilyen leképezések generdljdk Sp(E,w)-t.

5.2. Feladat (10p). Legyen M kompakt irdnyitott sokasag, u és v két térfogati forma,
amelyekre [, 1= [, V.

a) Lassuk be, hogy p — v egzakt.

b) Ha p — v = da, akkor legyen v, = tv + (1 — t)u és X, az a (t-t6l fiiggd) vektormezo,
amelyre tx, vy = a. Legyen F' az X, folyama és f = F;. Mutassuk meg, hogy f*v = pu.

5.3. Feladat (10p). Legyen M sokasig, g Riemann-metrika, J komplex struktira M-
en, azaz T'M egy vektornyalab-automorfizmusa, amelyre minden = pontban J, := J|r,
jeloléssel J2 = —idp, s teljesiil, és tegyiik fel, hogy J g-ortogondlis. M Kihler-sokasdyg,
ha VJ = 0 (ahol V a Levi-Civita-konnexié). Ha u,v € T, M, akkor legyen

we (1, v) = gu(Jpu, v)
Bizonyitsuk be, hogy ekkor w szimplektikus forma M-en.

5.4. Feladat (5p). Tekintsiik a p : R x ST — R?\ {0}, (r,0) — (rcos®,rsinf) dif-
feomorfizmust. (0 nem terjeszthet6 ki sima fiiggvénnyé globalisan, de cos @, sinf és df
mégis globalisan értelmes.) Mutassuk meg, hogy d(r?/2) Adf térfogat és p szimplektikus
erre és R? standard szimplektikus forméajira nézve.

5.5. Feladat (10p). Legyen {-,-} : C®°(M) x C*(M) — C*(M) R-bilinearis, amivel
C*(M) Lie-algebra. Tegyiik fel, hogy minden f € C°°(M) esetén g — {f, g} derivacio,
és csak akkor azonosan 0, ha f konstans. Mutassuk meg, hogy az

=.((df)s, (dg)e) = {f, g}(z)

formula A2T'M egy nemelfajulé szelését hatdrozza meg, ami egy 2-formét hatdroz meg
M-en (Ha v € T, M, akkor létezik egyértelmiien av € T*M, amire minden 5 € TFM
esetén Z (o, B) = B(v). Igy ha vy, vy € T, M, akkor ebbél hasonléan oy, oy el6allithato,
ezzel legyen w, (v, v2) = Z.(aq, az)). Mutassuk meg, hogy ez szimplektikus forma.



6. Hamilton-rendszerek (november 21.)

6.1. Feladat (10p). Legyen H; és H, két Hamilton-fiiggvény az (M, w) szimplektikus
sokasagon, és legyen ¥ C M kozos regularis energiafeliiletiik.

a) Lassuk be, hogy = € ¥ esetén E, = {v € T, X|1,w, = 0} egydimenzios.

b) Mutassuk meg, hogy ekkor Xy, és Xy, integralgorbéi paraméterezéstdl eltekintve
megegyeznek -n.

6.2. Feladat (10p). Adjunk példat T*R? ~ R? x R%en olyan Hamilton-rendszerre,
amelynek a 0 pont egyensilyi helyzete, egy irdny vonzd, egy taszitd és létezik zart
orbitoknak egy kétdimenzios sokasaga.

6.3. Feladat (10p). Legyen M = T*R? ~ R*, rajta a kanonikus koordindtakat jelolje
q1, 42, p1, po. Irjuk fel a H = Ip? + ip3 + (g1 — ¢2)* Hamilton-fiiggvényhez tartozé
Hamilton-vektormezot és hatarozzuk meg az integralgérbéket.

6.4. Feladat (5p). Legyen M = T*R ~ R?, a két koordindtafiiggvény ¢ és p, amivel
a kanonikus szimplektikus forma w = dg A dp. Hatérozzuk meg a H = %pQ + %qQ
Hamilton-fiiggvényhez tartozé particios fiiggvényt.

6.5. Feladat (10p). Legyen M négydimenzids sokasdg, ¢ rajta egy Lorentz-metrika
(tehat olyan pszeudo-Riemann-metrika, aminek szignattirdja minen pontban +, —, — —).
Legyen H (o) = %gq(gﬁaq,gﬁaq) Hamilton-fiiggvény T*M-en. Az Xy egy (q(t),p(t)) in-

tegralgorbéjének tomege az mgo = \/H(q(t), p(t)) érték (ez nem figg t-tél).

a) Mutassuk meg, hogy ha két integrdlgorbe (q1(0),p1(0)) és (g2(0), p2(0)) kezdépont-
jaira igaz, hogy ¢1(0) = ¢2(0) és p1(0) parhuzamos p,(0)-val, akkor paraméterezéstél
eltekintve megegyezik az integralgérbék vetiilete M-en.

b) Legyen F' zart 2-forma M-en, wy a kanonikus 2-forma, e € R. Legyen
wr = wo + e(y) " F.

Mutassuk meg, hogy wr szimplektikus forma, és irjuk fel koordinatakkal a Hamilton-
egyenleteket a fenti H-val és ezzel a szimplektikus formaval.

6.6. Feladat (15p). Legyen @Q = R3\ {0} a szokdsos metrikaval, V(q) = —ﬁ, és
tekintstk az ebbdl szdrmazo H = K +V o 75, : T*() — R Hamilton-figgvényt.

R

csak véges ideig l1étezik.
b) Hatdrozzuk meg a periodikus orbitok terét.

c) Léssuk be, hogy H-nak ezen nincsen staciondrius pontja, és igy a periodusidd csak
az energiatol fiigg.



7. Lie-csoportok (november 28.)

7.1. Feladat (15p). Azonositsuk SO(3) Lie-algebrdjat az R? térrel az

0 —XI3 )
x = (11,22, x3) = T = | w3 0 —x
—XT9 T 0

leképezés segitségével.
a) Mutassuk meg, hogy [Z, 9] = (x x y), ahol x a vektoridlis szorzas.

b) Legyen & € T.SO(3). Mutassuk meg, hogy expti az x tengely koriili t||z|| szogl
forgatas, ahol || - || az euklideszi norma.

c) Tekintsiik SO(3)-nak az R? sokasigon az (A, y) — Ay hatasat. Mutassuk meg, hogy
# infinitezimélis generdtora Zgs(y) = (y,z X y).

7.2. Feladat (5p). Legyen R* a nullatél kiilonb6z6 valés szamok Lie-csoportja a szorzés-
sal. Mutassuk meg, hogy a det : GL(n,R) — R* homomorfizmus érintéleképezése
(T, det)A = Tr A.

7.3. Feladat (10p). Legyen G Lie-csoport, e € G egységelem. Legyen G a G uni-
verzalis fedétere, 7 : G — G a kanonikus projekcié. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges
¢ € 7 1(e) valasztés esetén létezik G-on egy egyértelmii Lie-csoport struktira, amelyre
¢’ egységelem és m homomorfizmus. Az igy kapott G a G univerzalis fedcsoportja.

8. Momentum-leképezések (december 7.)

8.1. Feladat (10p). Legyen @ sokasig, G Lie-csoport, aminek adott egy hatdsa Q-
n. Legyen wy a kanonikus 2-forma, e € R és A egy G-invarians 1-forma @-n. Legyen
F=dAés

W = wo + €<7'5>*F,

igy G indukalt hatésa (T*Q,wr)-en szimplektikus. Mutassuk meg, hogy

A

J() - aq = (ag — eA(q)) - §o(a)
momentum-leképezés ehhez a hatashoz.

8.2. Feladat (10p). Legyen (M, w) szimplektikus sokasig, amin a G és G Lie-csoportok
hatnak, legyenek J : M — T*G és J : M — T*G ezekhez tartozé Ad*-ekvivarians
momentum-leképezések. Tegytik fel, hogy u € TG reguldris értéke J nek és G, hatasa
J~'(p)-n szabad és proper. Tegyiik fel tovabbé, hogy G és G hatdsa kommutél és J
G-invarians.

a) Bizonyitsuk be, hogy ekkor J G-invaridns.



b) Mutassuk meg, hogy M,-n indukdlédik egy kanonikus G-hatas, ju : M, — TG
momentum-leképezéssel, amelyre J, o m, = J o, teljesil.

8.3. Feladat (15p). Legyen Q = (R3)" n darab tomegpont konfigurdcios tere, és te-
kintsiik G = SO(3) x R? szokdsos hatdsat tényezénként. Legyen H : T*Q — R

lpill> + > Ullla — g,

1<i<j<

DO | —

H(Qla"'>qn>pl>"'apn) = Z
=1

ahol U : R, — R adott sima fiiggvény.

a) Keressiink a T*@Q-n indukélt hatdshoz momentum-leképezést.

b) Ellenérizziik, hogy H G-invarians.

c) Hatarozzuk meg a redukalt fazisteret és a rajta indukéalt Hamilton-fiiggvényt.

8.4. Feladat (10p). Hasson G = SO(2) forgatdsokkal Q = R*\{0}-n éslegyen V : Q —
R G-invaridns potencidl. Tekintsik K (v) = $m/|v||* mellett az L(q,v) = K(v) — V(q)
Lagrange-fiiggvényt.

a) Hogy néz ki a Hamilton-fuggvény?

b) Mutassuk meg, hogy a redukédlt Hamilton-operator is kinetikus+potencidlis energia
alakd. Mi az 1j potencial?

8.5. Feladat (15p). Mutassuk meg, hogy ha G Lie-csoport, g balinvaridns Riemann-
metrika és V' : G — R potencial, akkor az effektiv potencial

1 *
Vilg) = V(9) + 5l Adg-1pll”

8.6. Feladat (15p). Legyen Q = R? amin a G = SO(d) csoport hat, és legyen H :
T°Q — R, H(q,p) = 5llpI* + V(llal)-

a) Keresstink J : T*Q — TG momentum-leképezést az indukalt hatashoz.

b) Adjuk meg a redukélt fazisteret.

¢) Mi az indukalt Hamilton-figgvény?

8.7. Feladat (15p). Legyen Q = ST!' = {(z1,...,24) € Rz} + -+ + 27 = 1} az
indukélt Riemann-metrikaval, amin a (0,...,0,1) pont stabilizatora, a G = SO(d — 1)
csoport hat, és legyen H : T°Q — R, H = K + V o 7 alakd, ahol V' G-invaridns
potencidl, K pedig a metrikabol szarmazo6 kinetikus energia.

a) Keresstink J : T*Q — TG momentum-leképezést az indukalt hatashoz.
b) Adjuk meg a redukélt fazisteret.

¢) Hogy néz ki az indukalt Hamilton-fliggvény?



8.8. Feladat (10p). Legyen G kompakt Lie-csoport, H véges dimenziés Hilbert-tér,
p : G — U(H) homomorfizmus (unitér reprezentécio). Ez indukél egy Gx P(H) — P(H)
hatdst. Adjunk meg egy Ad*-ekvivaridns momentum-leképezést ehhez a hatdshoz.

8.9. Feladat (20p). Legyen Q = R?\ {0} a szokédsos metrikdval, V(q) = —ﬁ‘, és
tekintsiik az ebbdl szarmazé H = K +V o 74 : T*Q — R Hamilton-fiiggvényt. A

Y- ={(¢,p) € T"Q|H(q,p) < 0}

részsokasagon tekintsik L = g xp és R = p x L — ﬁ vektorokat. (Az el6bbi az

impulzusmomentum, az utébbi neve Runge-Lenz-vektor.)

a) Poisson-zardjelek segitségével bizonyitsuk be, hogy L és R komponensei mozgdsél-
landok.

b) Legyen K = J%‘ Igazoljuk, hogy
3
{Li, Lj} = Z Ez'jkLk
k=1

3
{Li, Kj} = Z Ez‘ijk

k=1
3
{KzﬁKj} = Z Ez‘jkLk
k=1

ahol €193 = 1 és €ijk = —€jik = —€kji-

c¢) Legyen J7© = %(Ll + K;). Hogyan néznek ki ezek Poisson-zardjelei? Igazoljuk, hogy
az ezek altal meghatérozott Hamilton-vektormez8k az SU(2) x SU(2) csoport egy
hatasanak infinitezimélis generatorai.

d) Igaz-e, hogy ez a hatds keresztiilfaktorizalodik az SU(2) x SU(2) — SO(4) univerzalis
fedéleképezésen? Es az SU(2) x SU(2) — SO(3) x SO(3) univerzalis fedSleképezésen?
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