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1. Newton-egyenlet

Lex I. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi unifor-
miter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum
illum mutare.

Lex II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressse, & fieri
secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Lex III. Actioni contrariam semper & sequalem esse reactionem: sive corpo-
rum duorum actiones in se mutuo semper esse squales & in partes
contrarias dirigi.

1.1. Definicié. Egy F = (Fy,...,F,) : (R3 x R3)" x R — (R3)" fiiggvényt
erdtorvénynek neveziink. Azn tomegpontra vonatkozo Newton-egyenlet my, . ..
tomegekkel és F erdtorvénnyel a kévetkezd differencidlegyenlet-rendszert je-
lenti:

mity = Fi(r,1q,...,0, 10, 1)

(1.1)

mnrn == Fn(rlai‘lv <o, Iy, r’nat)

(1.1) alakban minden mésodrendii explicit differencidlegyenlet-rendszert
fel lehet irni. A kovetkezékben az lesz a célunk, hogy az erétorvényre
vonatkoz6 tovabbi (fizikailag motivalt) feltevések segitségével a megolda-
sokra vonatkozé (a differencidlegyenletek altalanos elméletén tulmutato)
allitdsokat bizonyitsunk. Ennek illusztralasara elséként az impulzusmeg-
maradast latjuk be a harmadik térvény felhasznalasaval.

1.2. Allitas (Impulzusmegmaradas). Legyenek F; j : R3xR3xR3xR3 — R3
fligguények, és tekintsik a

n
mzrl = ZF@]'(I'Z',I.H;,I‘]',I“]’) (12)
j=1
(i = 1,...,n) differencidlegyenlet-rendszert. Ha minden i,j index és az

argumentumok tetszdleges értékei esetén
Fij(xi,yi,%5,y5) = —Fji(x5, 5, %, yi) (1.3)

teljestil, akkor a
Z mii'i (t) (1.4)
i=1

mennyiség (impulzus, lendilet) minden megoldds mentén dllandd.



Bizonyitds. Legyen (1.2) egy megolddsa ri,...,r, megolddsa és irjuk fel
(1.4) derivaltfiiggvényét:

dgs
a Zzzl miri(t) = ;mlrl(t)

n n
=Y ) Fij(ri,ti,r),15) (1.5)

i=1j=1
1 n n
=3 (Fij(ri, b3, 1), 15) + Fja(rj, i, 15, 1)) = 0.
i=1j=1
A masodik 1épésben azt hasznaltuk, hogy ry, ..., r, megoldds, a harmadik

1épésben felcseréltiik az i és j OsszegzOindexeket, majd az eredeti alakkal
atlagoltuk a kifejezést, az utolsé lépésben hasznéltuk a (1.3) feltevést. [

Erdemes észrevenni, hogy a bizonyitdshoz az eré pontos alakjira nem
volt sziikség, holott maga a mozgds csak annak ismeretében lenne (elvileg)
meghatdrozhat6. A késébbi fejezetekben is ehhez hasonlé gondolatmenetet
fogunk koévetni: a mozgasegyenlet tulajdonsagait felhasznalva vizsgaljuk a
megoldasok tulajdonsagait, jellemz&en maganak a mozgasnak a meghatarozasa
nélkiil.

A kovetkez6 fontos példa az energiamegmaradds, amely
1.3. Definicié. Az F : (R3 x R3)" x R — (R3)" erdtorvény konzervativ, ha
létezik olyan U : (R3)™ — R fiigguény, hogy
Fi(x1,¥1,---,Xn,Yn,t) = —grad,; U(x1,...,Xy) (1.6)
teljesiil. Ilyenkor az U fligguény neve potencidlis energia.

1.4. Allitas (Energiamegmaradas). Tegyiik fel, hogy az F erdtorvény konz-
ervativ és tekintsik az (1.1) differencidlegyenlet-rendszert. Ekkor az

1 n
E:§;mi|fi|2+U(r1,...,rn) (1.7)

mennyiség (energia) minden megoldds mentén dllandd.

Bizonyitds. Legyen rq, ..., r, megoldisa Newton-egyenletrendszernek és ir-
juk fel (1.7) derivaltfiiggvényét:
d Cd1

SE) = 25 > miti(t) - Bi(t) + U(ri(t), ..., ta(t))

mati() - §:(8) + 3 grad; U(ri(£), ..., ra(t) - #4(8) (1.8)
1 =1

Il
NE

.
I

Il
[M]=

[miti(t) + grad; U(r1(t), ... ,ra())] - #i(t) = 0.
1

.
I



A masodik 1épésben a lancszabalyt hasznaltuk, az utolséban pedig azt, hogy
ry,...,r, megoldas. O

Vegylik észre, hogy nem minden konzervativ er6térvény felel meg a har-
madik torvény feltételeinek. Példaul n = 1 test esetén csak az azonosan
0 fiiggvény teljesiti a harmadik térvényt, de minden nem konstans poten-
cidlis energiafiiggvény meghataroz egy nem azonosan eltiiné konzervativ
er6torvényt.



2. A variaciészamitas alapjai
2.1. Normalt terek és derivalt

2.1. Definicié (normalt tér, korlatos linedris leképezés). A V' walds vek-
tortéren egy |- : V — Rsq leképezés norma, ha v,w € V, A € R esetén
lo+uwll < ol + Jwl, [Xe] = N - o]l é ha o] = 0, akkor v = 0. A4
(V,Ill) part ilyenkor normdlt térnek nevezzik (ha a kérnyezetbdl kideriil,
akkor dltaldban csak a vektortér szimbolumdval hivatkozunk a normdlt térre
is).

Legyenek V. W normdlt terek. Az AV — W linedris leképezés korldtos,
ha létezik olyan M > 0 szdm, hogy Yv € V : ||Av|| < M ||v||. Az A korldtos
linedris leképezés normdja

Lv
1z = sup 12l
vevy{oy [Vl

(2.1)

(Ha dimV = 0, akkor |L|| = 0 konvencic)

2.2. Definicié (differencidlhaté fiiggvények tere). Legyen n,k € N, a <
b wvalés szdmok. C*([a,b],R™) jeléli a k-szor folytonosan differencidlhaté
[a,b] — R" fiigguények halmazdt (a végpontokban féloldali derivdltakat értve).

2.3. Allitas. C*([a,b],R™) a pontonkénti miveletekkel és a

k
Il = Zsuglf“)(x)l (2.2)

i=0 %€
normdval normdlt tér.
2.4. Allitas. Legyen k € N és tekintsik azt az I : C*([a,b],R) — R

leképezést, amely az f figgvényhez az ff f(t)dt szdmot rendeli. Ekkor I
korldtos linedris leképezés.

Bizonyitas. A linearitas a Riemann-integral ismert tulajdonsidgaibdl kdvetkezik.
A korlatossag bizonyitdsahoz a haromszog-egyenldtlenséget hasznalhatjuk:

11 =| [ rwal< [C1swas [C1fleat= 0-a) ISl - 23

O]

2.5. Definicié (derivalt, elsé varidcid, stacionarius pont). Legyenek V, W
normdlt terek, ® : V. — W leképezés. Azt mondjuk, hogy ® az x € V
pontban Fréchet-differencidlhato és derivdltja ott az A : V. — W korldtos
linedris leképezés, ha

. ||®(x+h) - ®(x) - Ah||

A A

0, (2.4)



azaz Ve > 0360 > OVh e V i ||h]| <6 = ||®(x + h) — ®(z) — Ah|| < €]h]|.
A v eV pont az S staciondrius pontja, ha ott az elsd varidcio 0.

Valamivel dltaldnosabban tekinthetjik a V normdlt tér eqy U affin alterét
és azon eqy ® : U — W leképezést. Ekkor Uy = U — U linedris altér V-
ben, a norma megszoritisdval maga is normdlt tér, és akkor nevezziik a ®
fiiggvényt differencidlhatonak az x € U pontban, ha létezik olyan A : Uy —
W korlatos linedris leképezés, amelyre a fenti hatdrérték 0, ahol most csak
h € Uy vektorokat engediink meg.

s s 2

egyértelmii, szokasos jelolése D, P.

2.6. Példa. Ha @ : V — W korldtos linedris leképezés, akkor minden pont-
ban differencidlhato és a derivdltja mindenhol ®, ugyanis

L0 + ) — () — @h|

0 2.5
h—0 1Al ’ (25)

2.7. Allitas. Legyenek U, V,W normdlt terek, F : U -V ésG :V — W
Fréchet-differencidlhato leképezések. Ekkor G o F' is Fréchet-differencidlhato
és derivdltja az x € U pontban Dy(G o F) = DpG o D, F.

Bizonyitds. Vezessiik be az

rp(h) = F(x + h) — F(x) — Dy F(h) (2.6)
rg(h) = G(F(z) + h) — G(F(z)) — Dr)G(h)

jeloléseket. Mivel F' és G Fréchet-differencidlhaté, limy, o ||rr(h)| / ||R]] =0
és limpo [[ra(R)[| / [|A]] = 0.

G(F(x+h)) =G(F(x)+ DyF(h) +rr(h))
= G(F(7)) + Dp(z)G(DyF(h) + rp(h)) + (Do F'(h) +rr(h)).
(2.8)

Az utolsé tag normajat igy becsiiljik:

[ra(DaF(h) + re(h)| _ [lIra(DaF(h) + re(h))| [ DeF(h) + re(h)|

7] — IDeF(h) +rp()] 2]

[lrc (D2 (h) + rr(h))|
= IDeF(h) +rr(h)]|

Al
(2.9)

A misodik tényezd korlatos, mig az elsé nulldhoz tart, amint h — 0 és igy
D,F(h)+1rp(h) — 0. O



2.2. Euler—Lagrange-egyenletek

2.8. Lemma (Lagrange). Legyen f : [a,b] — R folytonos. Ha minden
g € C*®([a,b]) figguényre

/abf(a:)g(a:) dz =0 (2.10)

teljestil, akkor f = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f # 0, azaz létezik olyan xg € [a,b], hogy
f(zg) # 0. Legyen f(zg) > 0 (ellenkezd esetben az érvelést a — f fiiggvényre
alkalmazzuk). A folytonossag miatt ekkor xo € (a,b) valaszthaté és létezik
olyan 6 > 0, hogy = € (xo — d,z0 +9) = f(x) > @. Valasszuk a

(2.11)

2, 1 _ 1
o(z) = ed T a=(@otd) ==(0=0) ha x € (g — d, 9+ 0)
0 egyébként

fiiggvényt. Erre g € C*([a,b]) és x € (xg — /2,20 +6/2) = g(z) > 1/4
teljestil, tehat

b zo+4/2
/a f(@)g(x) da > / F@)g(x) da

0—5/2
zo+9
- [ QELCOE (2.12)
o z0—8/2 2 4
_f(=0) _
8
O

2.3. Hamilton-elv
2.4. Noether-tétel

2.9. Definicié6 (diffeomorfizmusok egyparaméteres csoportja). ¢ : RxR"™ —
R™, (t,x) — ¢i(x) diffeomorfizmusok egyparaméteres csoportja, ha sima
fiiggvény, wg = idrn és s,t € R esetén ps0 @y = pgit.

2.10. Tétel (Noether-tétel). Legyen L : R™ x R™ — R kétszer folytonosan
differencidlhato, ¢ diffeomorfizmusok egyparaméteres csoportja. Tegyiik fel,
hogy L p-invaridns, azaz L(x, &) = L(pi(x), (Dypr)x) minden x,& € R™ és
t € R esetén. Ekkor

Ops(x)

I(CU,(I,') = me . T o (213)

dllandé az Fuler—Lagrange-egyenletek minden megolddsa mentén.



Bizonyitds. Legyen x az Fuler-Lagrange-egyenletek egy megoldasa, ekkor
minden s € R esetén ¢, o x is megoldas. Mivel L p-invaridns,

0 .
0= 5. Lles(x(t), (Daryps)(t))
s=0
(a(t Doy 00) (1
= v.2@.a0) 2200 g, e, a) - AP0 O
85 s=0 85 =0
d . Dps((t)) . O(Dy(1yps)(t)
(Gevebeo.a0n) - “E5EE| 4 vatieto, i) TG
d : Deps(x(t)) )
=— Vil ; e
3 (Veb.aw) - 225m
(2.14)
O
2.11. Példa. Legyen L(z, &) = |#|? — V(|z|), ahol V adott sima figguény.
Tekintsiik a pi(x1, ..., 2n) = (21 cost+zgsint, —x sint+xzg cost, 3, ..., Ty)
egyparaméteres csoportot. Ekkor L p-invaridns és
I, i) = V1 2220)
95 lseo (2.15)
=I- (xg, —.%‘1,0, Ceey 0) = 2321"1 — 51311"2.

A tébbi koordindtasikban vald forgatdsokat tekintve hasonléan adddik, hogy
T;kj — x;&; mozgdsdllando.
2.5. Koordinatatranszformacio

2.12. Allitas. Legyen ¢ : R™ — R"™ sima leképezés, k € N. A & :
CF([t1,ta],R™) — CF([t1,ta],R™), ®(f) = @ o f leképezés mindenhol dif-
ferencidlhaté és derivdltja Dy ®(h)(t) = Dy (h(t)).

Bizonyitds. n =m =1 eset:

[p(z(t) + h(t) — p(2(t) — ¢ (2(t))h(t)]

(@' (H)+1'(1)) [¢'(x(t) + (1) — ¢ (z(t)) — @”(w(t))h(tﬂ+h(t)h’(t)s0”(x((t)) |
2.16

I &l

stb. indukicéval az r. derivaltban x(t) + h(t) elsé r derivaltjanak polinomja
van a szogletes zardjelben szereplohtz hasonld, legfeljebb r+ 1. derivaltakat
tartalmazo kifejezéssel szorozva, illetve h derivaltjainak méasodfoki polinom-
ja szorozva pU)(z(t)) valamely derivaltjéval. O



2.13. Kovetkezmény. Ha ¢ diffeomorfizmus, akkor x az S o® funkciondl-
nak pontosan akkor staciondrius pontja x(t1) = x1, x(t2) = o perem-
feltételek mellett, ha @ oz az S staciondrius pontja x(t1) = p(x1), x(t2) =
o(xa) feltétel mellett.

10



3. Vektormezok

Ebben a szakaszban n € N rogzitett szdm, U C R™ egy nyilt halmazt
jelol.

3.1. Erintévektorok

3.1. Definicié (Erintévektor I). Legyen xz € U, v € R™. Az (z,v) pdrt z-beli
érintdvektornak nevezziik. Az (x,v1) és (x,ve) x-beli érintévektorok dsszege
(x,v1 +v2), az (z,v) x-beli érintévektor és X € R szorzata (z, \v).

A megadott miiveletekkel az x-beli érintévektorok halmaza vektortér.

3.2. Definicié (Erintévektor IT). Legyen z € U, € > 0. Egy~ : (—e,e) = U
leképezést x pontbeli lokdlis gorbének neveziink, ha folytonosan differencidl-
hato és v(0) = x. A vy : (—e1,€e1) = U és y2 : (—e2,e2) — U w-beli lokdlis
gorbék ekvivalensek, ha a 0 helyen megegyezik a derivdltjuk. Az v : (—e€,€) x
pontbeli lokalis gorbe ekvivalenciaosztalyat [y],. Az ekvivalenciaosztilyokat
x-beli érintévektoroknak nevezziik.

A 11z €s [y2]z ekvivalenciaosztdlyok dsszege [z + (1 — x) + (v2 — @) |a,
a [7]z és X € R szorzata [z + Ay — )]z

Mivel a derivalas linearis, a megadott miiveletek valoban jol definialtak
és veliik az érintévektorok halmaza vektortér.

3.3. Definici6é (Erintévektor III). Legyen x € U. Egy D : C®°(U) — R
leképezést x-beli derivacionak neveziink, ha linedris és f,g € C°(R"™) esetén

D(fg) = D(f)g(z) + f(x)D(g)-

Az z-beli derivacidk vektorteret alkotnak (a pontonkénti miiveletekkel),
hiszen az 6sszes C*°(R™) — R linedris leképezések terébdl linearis feltételekket
kiszabva valasztjuk ki azokat.

Sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

3.4. Lemma (Hadamard). Legyen f € C*°(R"™) és x € R"™. Ekkor léteznek
olyan gi,...,gn € C®(R"™) figguények, amelyekkel

FE&) = fl@)+ > (& —2:)gi(€) (3.1)
i=1
teljestil.

Bizonyitds. Legyen h; az f parcidlis derivaltja az i. valtozé szerint és

1
ai(€) = /0 hi(w + t(€ — 7)) dt. (3.2)

11



Ekkor a tobbvaltozés lancszabaly és a Newton—Leibniz-formula alapjan

f(&) = f(x)

|
S—

0

1 Zn: hi(z +t(§ —x)) (& — =) dt
i=1

1
(& — ;) /0 hi(w + (€ — ) dt (3.3)

|

ﬁ
Il
—

(& — z:)9:(§)-

I

s
Il
i

O]

Most belatjuk, hogy a haromféle definicié kiilonféle nézépontbdl 1ényegében
ugyanazt a fogalmat ragadja meg.

3.5. Allitas. Legyen n € N, x € R™, és tekintsiik a kovetkezd leképezéseket:
e i1 legyen az a figguény, amiv € R™ esetén az (x,v) pdrhoz at — x+tv
x-beli lokdlis gorbe ekvivalenciaosztalydt rendeli
e io legyen az a fiigguény, ami a v x-beli lokdlis gorbéhez a D : f —
%f(’y(t))‘tzo derivdcidt rendeli
e i3 legyen az a figgvény, ami a D : C*°(R™) — R x-beli derivicichoz a
v = (D(x1),D(x2),...,D(zy)) € R" vektort rendeli, ahol x1,...,z, €
C*°R" qa standard koordindtafiigguények.
Ekkor mindhdrom leképezés jol definidlt linedris izomorfizmus.

Bizonyitds. A gorbék ekvivalenciaosztalyait a 0 pontbeli deriviltakkal cimkézhetjiik
(mint halmaz), amelyek R™ elemei. A definiciébdl kozvetlentl kovetkezik,
hogy a miiveletek a szokasos komponensenkénti miiveletekkel egyeznek meg,
tehat a masodik definicié szerint is n dimenziés vektorteret kapunk.
Ha D xz-beli derivacié, akkor a konstant 1 fliggvényre

D(1) =D(1?)=D(1) -1+ 1-D(1) = 2D(1) (3.4)

teljesiil, tehdt D(1) = 1. Ha f € C°(U) tetsz8leges, akkor irjuk fel a
Hadamard-lemma szerinti f = f(z)+> 1 (x;i—c;)g; alakba, ahol f(x),c1,...,cn
a megfelelé konstans fuggvényeket jelenti, g; € C°°(U). Ekkor a linearitds

és a Leibniz-szabaly alapjan

D(f) = f()D(1) + 3_[(D(x:) = e:D(1))gi(x) + (wi(x) — ;) D(gy)]
=1

felhasznalva, hogy D(1) = 0 és z;(z) = ¢;. Ez azt jelenti, hogy a D derivaciot
a D(x1),...,D(z,) szdmok egyértelmilen meghatarozzak, vagyis az x-beli

12



derivacidok tere legfeljebb n dimenziés. Madasrészt a parcidlis derivaltak n

linearisan fiiggetlen derivaciét adnak, hiszen gi? = 0;5, tehat a dimenzi6
J

ebben az esetben is n.
A leképezések koziil iy van reprezentdnsokkal megadva, tehédt itt mertl
fel, hogy jol definiélt-e. Legyen [y1], = [12]s és f € C*°(R™). Ekkor

< Fon(0)

ahol a méasodik 1épésben felhasznaltuk, hogy v1(0) = x = 72(0) és 74(0) =
75(0) az ekvivalencia definici6ja szerint.
Tekintsiik most az i3 0ig 041 kompoziciét és alkalmazzuk az (z,v) pérra,

ahol v = (v1,v2,...,vy,). A megfelel6 gorbe t — = + tv, igy z; derivaltja

d

axl(a? + tv) o = v;, (3.7)
vagyis i3 oig 011 = (z,0). O

3.6. Példa. Legyen U = R", {e1,e9,...,en} a standard bazis, x € U. Az
(z,e;) pdrnak megfelel a y(t) = x + te; gorbe ekvivalenciaosztdlya, illetve az
a D :C®U) — R leképezés, amely az [ figgvényhez annak i. wvdltozdja
szerinti parcidlis derivdlt x-beli értékét rendeli. Ennek az érintdévektornak a
jeldlésére a 3%1, szimbolumot fogjuk haszndlni.

Egy paraméterezett gorbe érintévektorat a derivalttal értelmezziikk. A
fenti definicidk alapjan egy v : (—e,e) — U gorbe 0 pontbeli érintéjének
éppen a [7],() ekvivalenciaosztalyt feleltetjiik meg, ami tehat az irdny mel-
lett az érintési pontot is meghatarozza. Ehhez hasonléan beszélhetiink egy
tetsz6leges v : I — U gorbe (I C R nyilt intervallum) tetsz6leges pontbeli
érintéjérol. Ha ty € I és bevezetjitkk az s : R — R, s(t) = t + t¢ eltoldst,
akkor kézenfekvé a

V() == [v syt (3.8)
érintévektort rendelni a gorbe ty paraméterértékhez tartozé pontjahoz.

3.7. Definicié (érintétér, érintényalab). Az x-beli érintévektorok halmaza
az érintétér, jele T,R™. Ha U C R"™ nyilt részhalmaz, akkor a TU =
Uzer TuR™ ~ U xR™ teret U érintényalabjanak nevezziik. Ezen értelmezzik
aTy:TU = U, 1y(x,v) =z leképezést.
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Azt is mondjuk, hogy példaul T,U = T,R" az U érintényaldbjanak x
feletti fibruma.

3.8. Definicié (érintéleképezés). Legyen U C R™ és V. C R™ nyilt, f :
U—V simaésxeU. Az f érintdleképezése az a Tf : TU — TV leképezés,
amely minden x € U esetén a [y], vektorhoz az [f o ] vektort rendeli.
Az f leképezés x pontbeli érintéleképezése T f = Tf|p ;2 ToU — TV

3.9. Allitas (lancszabaly). Tidy =idpy ésha f U =V ésg:V = W
sima leképezések, akkor T(go f) =TgoTf.

Bizonyitds. | , 1.6.7] O

3.10. Definicié (vektormezd). Egy X : U — TU sima leképezést vek-
tormezének neveziink, ha Ty o X = idy. A wvektormezdk halmazat T'(TU)
jeloli.

A vektormezdkre gy gondolunk, hogy U minden pontjahoz hozzaren-
delnek egy elemet az adott pontbeli érint6térbél, méghozza a pont feletti

fibrumbdl. Két vektormezét pontonként Gssze lehet adni, illetve egy vek-
tormezot pontonként megszorozhatunk egy sima fiiggvénnyel.

3.2. Vektormez6 mint differencialoperator

Lattuk, hogy a vektorokat irdnymenti derivaltakkal lehet azonositani.
Ha X € T'(TU) és f € C*(U), akkor képezhetjiik azt az X(f) € C*(U)
fiiggvényt, amelynek = pontban felvett értéke az f x pontbeli X (x) irdnyt
derivaltja, azaz

X(f)(o) = Filo+1X@)]| (39

A kapott fiiggvényt f X irdnyud derivaltjanak nevezziik. Egy adott X vek-
tormez6 altal meghatdrozott derivalds mint C°(U) — C*(U) leképezés
linedris és teljesiti a Leibniz-szabélyt, azaz X (fg) = X (f)g+ fX(g). Ennek
a megforditasa is igaz:

3.11. Tétel. Legyen 0 : C°(U) — C>®(U) linedris leképezés, amelyre
0(fg) = 6(f)g + fO(g) teljesil minden f,g € C°(U) esetén. Ekkor létezik
pontosan eqy X € I'(TU), amivel 6(f) = X (f).

Bizonyitds. | , 2.2.10] O

A tételben szerepld tulajdonsagu leképezéseket barmely algebran értelmezhetiink
és altalaban derivaciéknak hivjuk.

3.12. Allitas. Legyen X,Y € T(TU). Ekkor f — X(Y(f)) — Y(X(f))
derivdcid.
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Bizonyitds. X oY ésY o X linearis leképezések kompozicidi, tehat maguk is
linearisak. Ilyenek kiilonbsége is linedris, tehat elegendd a Leibniz-szabaly
teljesiilését ellenOrizni.

XY (f9)) —Y(X(f9) = XY (flg + fY(9)) = Y(X(f)g + fX(9))

S
_|_
=
~
>.<:
S
|
=
=
|
=
~
>
<

3.13. Definicié (Lie-zardjel). Legyen X,Y € T'(TU). A 3.11 tétel értelmében
az f— X(Y(f)) = Y(X(f)) derivicichoz tartozé vektormezét X és'Y Lie-
zardjelének nevezzik, és az [X,Y] szimbolummal jeloljik.

A Young-tétel szerint a parcialis derivaltakra mint vektormezokre [8%1-’ a%j] =
0 teljestl. Igaz tovabbé az [X, gY]| = X (9)Y + g[X, Y] azonossag, ahol X,Y
vektormezok, g sima fiiggvény:

(X, gY1(f) = X(gY (f)) — gY (X(f))
= X(9)Y (f) +9X (Y (/) — gY (X(/)) (3.11)
= X(9)Y(f) +9[X, Y](f)

Hasonléan, [gX,Y] = =Y (9)X + g[X,Y]. Ezek segitségével ki tudjuk sza-

molni koordinatakkal adott vektormezok Lie-zardjelét. Legyen X = Y"1 Xia%i

ésY =51, Yia%v ahol X1,..., Xy, Y1,...,Y, sima fiiggvények. Ekkor

* 0 0
(X, Y] = X_j [Xiaxian‘axj]
2,7=1
& (L0 0 o 0
_'2‘;1 185’31'875'33‘—F ’ XZa 176%])
1,]=—

3.3. Vektormezo6 mint differencialegyenlet

3.14. Definicié (integralgorbe). Legyen X € I'(TU) vektormezé, I C R
nyilt intervallum. A v : I — U gorbe az X eqy integrdlgorbéje, ha ¥Vt € 1 :

Y(t) = X(7(1))-
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3.15. Definicié (folyam). Legyen X € I'(TU) vektormez6. Az F : Rx U —
U, (t,x) — Fy(x) leképezés az X folyama, ha Fy = idy és minden x € U
pontra t — Fy(x) az X integralgirbéje.
Az (Ug,a, F) hdrmas az X vektormezd xo € U kérili lokdlis folyama, ha

(i) Uy C U nyilt, x9 € Up, a € Rsg vagy a = 0o

(i) F:(—a,a) x Uy — U sima

(iii) minden x € Uy esetén Fy(x) = x ést— Fi(x) az X integrdlgorbéje
(tv) mindent € I esetén Fy(Upy) nyilt és Fy : Uy — Fi(Uy) diffeomorfizmus.

Mivel X sima, a kozonséges differencidlegyenletek elméletébdl ismert
Picard—Lindelof-tétel és a kezdeti feltételtdl valdé sima fiiggés alapjan min-
den pont koriil 1étezik lokélis folyam. Viszont (globélis) folyam altalaban
nem létezik, el6fordulhat ugyanis, hogy egy pontbdl inditott integralgérbe
véges idO alatt elhagyja az U halmazt. Az olyan vektormezdket, amelynek
globélisan is (azaz minden ¢t € R,z € U esetén) létezik a folyama, teljesnek
nevezzik.
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4. Differencialformak

4.1. Multilinearis formak

4.1. Definicié (multilinearis forma). Legyen V walds vektortér. Egy o :
VE 5 R leképezést k-linedris formdnak (vagy multilinedris formdnak, k =
2 esetén bilinedris formdnak) neveziink, ha birmely k — 1 argumentumdt
rogzitve a fennmaradd vdltozéban linedris. A VF — R multilinedris leképezések
halmazdt LF(V,R) jelél.

Egy a € L*(V,R) formdt alterndlénak neveziink, ha a(vy,va,. .. ,v;) =0
teljestil minden olyan vy, . .., v, vektorokra, amelyek nem mind kilonbozoek.
Az altdrndlé formdk halmazdt LE(V,R) jeloli.

L¥(V,R) valés vektortér a pontonkénti miiveletekre nézve és LE(V,R) <
LF(V,R) altér. Hadim V' < oo, akkor dim L*(V,R) = (dim V)* és dim LF(V,R) =
().

4.2. Definicié. Az a € LE(V,R) és B € LY(V,R) formdk tenzorszorzata az
az a® B € LYV, R) forma, amire

(a®B)(v1y.. o vppr) = a(viy ..o, 0k) B(Vk41s - -+ Vktl) (4.1)

teljestil.
Az A: LF(V,R) — LE(V,R) antiszimmetrizdld leképezést a kévetkezbképp
definidljuk:
1 .
At(vy, ... vp) = o Z; sign(0)t(Vg-1(1ys -+ - » Vg (1))- (4.2)
o€

Az a € LE(V,R) és B € LL(V,R) alterndlé formdk kiilsé szorzata

k+1
a/\ﬂz( P )A(a@ﬂ). (4.3)

A A kiils6 szorzassal @MY LF(V,R) algebra.

Ha ai,...,a, a V¥ = LY(V,R) = L}(V,R) egy bazisa, akkor

{aig, Najg Ao Ny, |1 <ip <ig < -+ < <n} (4.4)

az LF(V,R) bézisa.
4.3. Definicié. Legyen n € N, U C R" nyilt és k € N. T (TU) :=
Uger LF(T.U,R) ~ U x LF(R™,R) a k rendi kovaridns tenzornyaldb, sima
szelései a k rendid kovaridns tenzormezdk.

ART*U = Uyepy LE(TLU,R) ~ U x LE(R™, R) a k rendi antiszimmetrikus
tenzornyaldb, sima szelései a k-formdk vagy k rendi differencidlformdk.
k = 1 esetén a jelolés T*U. A*T*U := Uyey @iy LE(TLU,R) ~ U x
Do LE(R™ R) a kiilsé algebra nyaldb, szelései a differencidlformdk.

TrU jeloli az érintétér dudlisdt, azaz a Hom(T,R"™ R) teret, elemeit
kovektoroknak, magdt a dudlis teret koérintétérnek hivjuk.
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A tenzornyaldbok szeléseinek a simasigira a kovetkezOképp is gondol-
hatunk. Ha Xj,..., X} vektormezok, akkor egy o : U — Ti(TU) szelés
pontonkénti kiértékelése meghataroz egy a(Xi,...,Xy) valos értékil fig-
gvényt az U nyilt halmazon. « pontosan akkor sima, ha a vektormezoék
barmely megvélasztasa esetén a kapott fliggvény sima.

A pontonkénti miiveletekkel I'(A*T*U) algebra.

4.4. Definicié (visszahizott differencidlforma). Legyen U C R™, V C R™
nyilt, f: U =V sima. Egy a € T(AFT*V) differencidlforma visszahiizottja
az f leképezés mentén az az f*a € T(A*T*U) differencidlforma, amelyre a
v1, ...,V € T,U vektorok tetszdleges vdlasztisa esetén

(ffa)a(vr, . vk) = ape) (T f(v1), ..., T f (k) (4.5)
teljestil.

4.5. Példa. Legyen U =R, V =R%, t : U - R, z,y : V = R a ko-
ordindtafigguények. Legyen f(t) = (t,t?), a = xdy. FEkkor Ty(t,1) =
((t,12), (1,2t)), és igy

(ffo)e(1) =t-2¢, (4.6)
azaz f*a = 2t%dt.

4.6. Definicié. Legyen X wektormezd, a k-forma az U C R™ nyilt hal-
mazon. X és a belsd szorzata az az ixa k — 1-forma, amelyre tetszoleges
X1,..., X1 vektormezok esetén

iXa(Xla-“an—l):a(XaXla"'7Xk) (47)
teljesil. Ha o 0-forma, akkor a ixa = 0 konvenciot alkalmazzuk.

4.7. Allitas. Legyen X € I'(TU). Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:
(i) azix leképezés —1 foki fokszdmozott derivdcid, azaz R-linedris és a €
D(AFT*U), B € T(A'T*U) esetén ix(aAB) =ixa B+ (—1)FanixB
(i) ha f € C*®(U) és a € D(AFT*U), akkor ifxa = fixa

Bizonyitds. | , 2.4.13] O

4.2. Differencidlformak derivalasa

4.8. Tétel. Legyen n € N. Létezik leképezések egy egyértelmii d = (dy )
csalddja, ahol U C R™ nyilt, k = 0,1,...,n — 1 és dyy, : D(A*T*U) —
D(AMYT*U) linedris leképezés, amelyekre a kivetkezdk teljesiilnek:
(i) d 1 foki fokszdmozott derivdcid, azaz R-linedris és o € T'(AFT*U),
B € T(A'T*U) esetén d(a A B) =da A B+ (—1)kandB
(7i) ha f € C®(U) és X € I'(TU), akkor (df)(X) = X(f)
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(iii) dod =0
(tv) ha U CV CR" ési:U — V a bedgyazds, akkor doi* =i* od
Bizonyitds. [ , 2.4.5] O

4.9. Definicié (kiilsé derivalas). A /.8 Tétel szerint egyértelmien létezd
d: T(APT*U) — T(AMHT*U) leképezéseket kiils6 derivdldsnak nevezziik.

4.10. Példa. Legyen U = R™ és x1, ...,y a koordindtafiigguények, 8%1- a
parcidlis derivdltak mint vektormezdk. A dx; 1-forma a a%j vektormezon
kiértékelve a 27352 = 0;; konstans fiiggvényt adja.

Legyen f € C*(U) sima figgvény (azaz 0-forma). Ekkor
d = —_— d i 4
f ;:1 oz, 7 (4.8)

hiszen az X = 3774 Xj£ vektormezon kiértékelve
J

4.11. Példa. Legyen U = R?, z,y € C®(U) a standard koordindtafiig-
guények. Ha o = fdxz + gdy, ahol f,g € C>*(U), akkor

da =d(fdzx + gdy)
=df Ade+ fAddz+dgAdy+gAddy

_ (9] 4, .9 ) (89 9 ) (4.10)
—<8xdx+8ydy Adz + 8xdx+8ydy A dy

_(_9f ‘99)

—( 8y+8x dx A dy

4.12. Definicié (zéart, egzakt differencidlforma). Egy « differencidlforma
zart, ha da = 0 és egzakt, ha létezik olyan B differencidlforma, amelyre
a = dg teljesiil.
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A 4.9 definicié alapjan minden egzakt differencidlforma zart. A vek-
toranalizisben tanult differencidloperatorok kozotti ismert Osszefiiggések en-
nek specialis esetei: egy fliggvény gradiensének rotacidja 0, egy vektormezo

c s 2

4.13. Tétel (Poincaré-lemma). Legyen U C R™ csillagszert, a € T(AFT*U)
zart. Ekkor a egzakt

Bizonyitds. | , 2.4.17] O
4.14. Allitas. Legyen f : U — V sima leképezés, a € T(AFT*V). Ekkor
fr(da) = d(f*a).

Bizonyitds. | , 2.4.9] O
4.15. Definicié (Lie-derivalt). Legyen X teljes vektormezd, a folyama F'.
Az « differencidlforma Lie-derivdltja az X vektormezé mentén

d
= —F . 4.11
LXO( dt tat:[) ( )

Az egyszerliség kedvéért a definiciéban teljes vektormezé szerepel, ekkor
az F folyam valdéban létezik. Ha X nem teljes, akkor lokdlis folyamok segit-
ségével hasonlé mdédon értelmezhetd a Lie-derivalt.

4.16. Allitas. Legyen X wvektormezd, o differencidlforma. Ekkor Lxa =
dixa +ix da.

Bizonyitds. | , 2.4.13 (iv)] O

Ebbodl az 6sszefiiggésbdl is latszik, hogy Lx 0 foka derivacid, mivel egy
1 és egy —1 foku derivacié fokszdmozott kommutatora.

4.17. Definicié (invarians differencidlforma). Egy a € T(AT*U) differen-
cidlforma az X € T'(TU) vektormezdre nézve invaridans, ha Lxa = 0.

Ha az X vektormezd teljes, akkor a 4.15 Definicié alapjan « pontosan
akkor invarians az X vektormezére, ha V¢ : Ffa = «, ahol F az X vek-
tormez6 folyama.

4.18. Allitas. Legyen X wvektormezd, a, [ invaridns differencidlformdk.
Ekkor a A B, da és ixa is invaridns differencidlformdk.

Bizonyitas. Az allitas az alabbi azonossagok kovetkezménye:

Lx(aAB)=Lx(@)AB+aALlx(B) (4.12)

Lx(da) = dix da +ix dda

R . (4.13)
=ddixa +dix da = dLx (@)
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EX(iXa):diXiXa—l—iXdiXa (4 14)
=ixdixa+ixixda =ixLx(a). '

4.3. Gorbevonalt koordinatak

Legyen U C R” nyilt. Korabban a koordinatafiiggvények x1,...,x, :
U — R megszoritasai segitségével az érinto- és koérintéterek egy-egy bazisat
adtuk meg, a % vektormezok és az dx; 1-formak értékeit. Ezek dudlis
béazisok, azaz da:i(a%j) = J;; minden pontban.

Ha a Descartes-koordinatak helyett mas, akar gérbevonalt koordinatarend-
szert szeretnénk hasznalni, akkor hasznos, ha a fenti tulajdonsagok érvény-
ben maradnak.

4.19. Allitas. Legyenek qi,...,q, € C®(U). A kévetkezék ekvivalensek
tetszdleges x € U pontban:

(i) Azz — (q1(x),q2(),. .., qn(2)) leképezés Jacobi-determindnsa nem 0.
(ii) dqi,dqa,...,dg, a T;U bdzisa
(iii) dgr Adga A --- Adg, # 0.

Bizonyitds. Felhasznaljuk, hogy
= g
dg; = —dz; 4.1
' le oa; (4.15)

és hogy a dx; kovektorok linedrisan fiiggetlenek. Emiatt dgi,dgo,...,dg,
pontosan akkor linedrisan fliggetlen (és ekkor bazis, hiszen dimT;U = n),
ha az egyutthatémaéatrix invertalhaté. Az egytitthatémétrix

91 da .. Oq
81’1 8([2 ax'n
92 02 . Oq2
B ] Oxn
AR I (4.16)
Oqn  Oqn .. Oqn
81‘1 3382 81‘n

ennek determindnsa éppen a J Jacobi-determinans. Masrészt
dgi Adga A -+ ANdg, = Jdzy Adzo A -+ - Adzy, (4.17)
és dxy Adxo A --- Adxy, # 0, igy a harmadik feltétel is ekvivalens. O

Mivel a Jacobi-determinans folytonos és az eltiinése zart feltétel, ha egy
pontban q1, ..., g, teljesiti a fenti ekvivivalens feltételeket, akkor annak egy
koérnyezetében is teljesiti.
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Specidlisan ha = — (q1(z), g2(x), . .., qn(z)) diffeomorfizmus U és a képe
kozott, akkor teljesiilnek a 4.19 allitas feltételei, tehat dgi,dqo, . .., dg, min-
den pontban bazist alkot. Ilyenkor ennek dudlis béazisit a%_ modon szokéds
jelolni, a parcialis derivaltakkal kifejezve

0 " Ox; 0

— = —, 4.18
8qi =1 8q,» 8.%']' ( )

ahol a (%)%Zl matrix a (gg; )it j=1 matrix inverze. Fontos azonban észreven-
ni, hogy mig egy sima f fiiggvénynek mindig képezhetjik a df kiilsé de-
rivaltjat, a 8% szimbolumnak csak akkor van értelme, ha megmondjuk, hogy
melyik lokalis koordinatarendszer koordinatafiiggvényeinek egyikeként tek-
intjiik, mivel éppen a megfelel6 koordindtavonal (tehat aminek a tobbi ko-

ordindtaja allando) érintéjét jeloli.
4.20. Példa. Legyen U = (R\{0}) xR C R2, x,y a szokdsos koordindtafiig-
guények, r(x,y) = /a2 +y* és o(x,y) = arctan L. Ekkor

£ Y
dr = ———=dz + ——=—=—=d 4.19
/$2+y2 /x2+y2 Yy ( )
Y
dp=—-——2_d ——d 4.20
v=m gt g W (4.20)
és gy
drAdp = - dund (4.21)
r = z , .
Ve
tehdt dr és dep mindenhol bdzist alkot. A dudlis bdzis
or \/x2+y2 ox \/x2—|—y28y
0 0 0
=y iy 4.23
Oy y@ﬂc + xay ( )
Példdul
: x z y y
io dr = + =1. 4.24
o Vi +y2 Va2 +y? Va2 +y2 a2+ y? (4.24)

A gorbevonali koordinatakbdl képzett vektorok és kovektorok segit-
ségével az érint6- és koérintényaldbon is bevezethetiink koordinatakat. Legyen
Q C R™ nyilt, ¢1,...,q, € C*°(Q) olyanok, hogy = — (q1(x),...,q,(x)) dif-
feomorfizmus Q és a képe kozott. Ha v € T,Q), akkor egyértelmiien felirhaté

v = szaaq@(x) (4.25)

=1
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alakban, ahol v; € R. Jeldlje ¢; : TQQ — R azt a leképezést, amely a v
vektorhoz az éltala meghatarozott v; szdmot rendeli. Ekkor ¢; € C*(TQ)
€s q1 0 TQ,..,qn © TQ,q1,---,qn gorbevonali koordindtarendszert hatéroz
meg a TQ C TR™ ~ R?" nyilt halmazon.

Hasonléan, ha o € T @), akkor egyértelmten felirhato

o= Z a;(dg;)(x) (4.26)
i=1

alakban, ahol «; € R. Jeldlje p; : T*Q — R azt a leképezést, amely az «
kovektorhoz az altala meghatarozott «; szdmot rendeli. Ekkor p; € C*(TQ)
€8 q10T(,---,qn © T(; P1,-- -, Pn gOrbevonall koordinatarendszert hataroz
meg a T*Q C T*R" ~ R?" nyilt halmazon.

Ha nem okoz félreértést, az indukalt koordindtarendszer hasznélatakor
a g oTQ €s g; o 7;) kompoziciok helyett gyakran csak a ¢; jelolést hasznaljuk.
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5. Lagrange-rendszerek

5.1. Lagrange-mechanika érintényalabon

Legyen L : TQ — R sima fliggvény. Ha = : [t1,t2] — @ sima leképezés
(gorbe), akkor derivaltja 4 : [t1,t2] — TQ az a leképezés, amelynek ty pont-
ban felvett értéke [y o sy]y (1), ahol 5y : R — R a t > t +tg leképezés. Az
L Lagrange-fliggvényhez tartozé hatast

to
skl = [ LG a (5.1
1
definialja.
Ha @ egy koordinatarendszere qi,...,q,, akkor tekinthetjik az érin-
tonyalabon indukalt q1,...,¢n,q1, - - ., Gn koordindtakat. Azonositsuk az L

Lagrange-fiiggvényt ezek segitségével egy 2n-valtozos fliggvénnyel, a v gor-
bét a ; = ¢;0y komponensfiiggvényekkel, a 4 deriviltat pedig a ¢107, ..., gm0
4,41 0%, ...,q42 o % komponensekkel. Ekkor 7; = ¢; oy = g; o4 (itt ¢; két-
féle értelemben szerepel, éppen az egyenléség miatt tekinthetiink el a kettd
kozotti kiilonbségtél), és 4;(t) :== $7i(t) = (d;07)(t). A hatés igy részletesen
felirva

SV, oy m] = ? L(vi(t), ... yyn(t),¥1(t), ..., 3n(t)) dt. (5.2)

t1

5.2. Geodetikusok

5.1. Definicié (Riemann-metrika). Legyen Q@ C R" nyilt. Egy g € I'(T2(1TQ))
tenzormezd Riemann-metrika, ha minden pontban szimmetrikus és pozitiv
definit.

Ha q1, ..., q, egy koordinatarendszer, akkor g felirhato
n
9= 9ijdg; ®dg; (5.3)
ij=1

alakban, ahol g;; € C*°(Q). A szimmetria azt jelenti, hogy g;; = g;; minden
i,j esetén, a pozitivitds pedig azt, hogy minden z € Q esetén a (gi;())7;—;
matrix pozitiv definit.

5.2. Példa. Legyen Q = R"™, x1,...,x, a standard koordindtafiggvények.
Az euklideszi metrika

g=">_ dz; ®dz;. (5.4)
=1
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5.3. Példa. Legyen Q = R x Ry, x,y a standard koordindtafigguények. ()
a

1 1
g:?dx®dx+?dy®dy (5.5)

Riemann-metrikdval elldtva a hiperbolikus sik Poincaré-féle félsik modellje.

Ha adott egy Riemann-metrika, akkor értelmes érintévektorok skalaris
szorzatarol illetve hosszardl beszélni. A skalaris szorzat a () téren haladva
simén valtozik: ha X, Y € I'(TQ), akkor felirhatéak

- 3}

X=Xx,— 5.6
"9
Yy =SV, — 5.7

(5.8)
alakban, ahol X;,Y; € C*°(Q), a (pontonkénti) skalaris szorzatuk pedig az
(X,Y)g:= Y ;XY (5.9)

ij=1

sima fuggvény.
Az érintévektorok hossza segitségével értelmezziik egy gorbe ivhosszat.

5.4. Definicié (ivhossz). Legyen g Riemann-metrika, v : [t1,t2] — Q sima.
A v gorbe ivhossza

[ Va6, a (5.10)

Ha q1,...,qn koordindtarendszer, g; oy = ; és g az (5.3) alaku, akkor a
gbrbe ivhossza

/t § J En: 9i5 (7(£)) 3 ()75 (¢) dt. (5.11)

ij=1

(5.10) éppen a 4/ (¢, )4 Lagrange-fiiggvényhez tartozé hatds. Az a célunk,
hogy jobban megértsiik az ivhossz staciondrius pontjait. Az (5.10) integrél
kozvetlen varidlasabol kapott Euler-Lagrange-egyenletek hosszas szdmolas-

ra vezetnek. FEhelyett vezessiik be az K = %(v, v)g jelolést, azaz legyen
1 n
i,j=1
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A /{4, 4)q hatashoz tartoz6é Euler-Lagrange-egyenlet

8 d)q d 8\/ 4,4

3% S dt 3%
9K oK
— Oqy. . i 8%
V2K dty2 (5.13)
oK i% dK d
Iqi, dt 9y 9qy, dt

" V2K m (2K)3/2

1 oK d 0K 0K d
V2K [(3% dt qu> Oy, dt "

Ezen a ponton két dolgot érdemes észrevenni. Az elsd, hogy az ivhossz nem
valtozik meg v sima dtparaméterezésétdl (persze a végpontoknak megfelels
t1, ty értékek dltaldban megviltoznak). A maésodik, hogy amennyiben at-
tériink ivhossz szerinti (azaz allandé sebességii) paraméterezésre, akkor (5.13)
utolsé tagja eltiinik, hiszen V2K a pillanatnyi sebesség nagysiga. A meg-
maradoé tagok viszont éppen az K fliggvényhez mint Lagrange-fiiggvényhez
tartozo Euler—Lagrange-egyenletet adjak.

Mostantél tehat tekintsiik az L = K Lagrange-fliggvényt. Az Euler—
Lagrange-egyenletek koordinatakkal a kovetkezok:

. d 01 .
Z g’L] QZQj dt aq 2 Z gz] QZQJ'

3,j=1 4,j=1

1 < 9g;

252 aqu(qq” dtQ(Zg’W )dj + Y gik )
ij=1

1 = 89@')' .. 1 8914:] gzk . = ..
=3 q)4iq; — 5 qiq; + ZQ' - 9ix\q)q;

9 iJZ:1 aqk ( ) J 9 (17]221 aql ] le J ; ( )
1 & (994 Ogr; 8gzk

2%:1 <8qk< )= g W~ gy, @) ) didi - ng

(5.14)

Ez a méasodik derivaltakra nézve linearis egyenletrendszer. Mivel g pozitiv
definit, az egytutthatomatrix invertalhato, és a megoldés az inverz segitségév-
el kifejezhetd.

5.5. Definicié (Christoffel-szimbélum, geodetikus). Legyen g Riemann-
metrika a Q nyilt halmazon, q1,...,q, € C(Q) koordindtarendszer és irjuk
fel a Riemann-metrikdt

n
9= gijdg ®dg; (5.15)
inj=1
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alakban, ahol gij = gji € C*(U). Jellje a (gij)} ;=1 mdtriz inverzének
komponenseit g. A komponensfiigguényekbsl képzett

1< Ogkj | 09k 0gij
Fh I hk J _ J 1
K 2 kglg ( 8:[:1 + 8a;j 8xk <5 6)

fliggvényeket a Riemann-metrika ezen koordindtarendszerre vonatkozd Christoffel-
szimbolumainak nevezzik.

Egy v gorbét (v(t) = (71(t), ..., k(t))) geodetikusnak nevezink, ha kom-
ponensfiigguényeire teljesil a

a3 TE ()05 (0) = 0 (5.17)

ij=1
geodetikus egyenlet.

Tehat azt lattuk be, hogy a geodetikusok egyrészt az ivhossz funkcionél
staciondrius pontjainak egyenletes sebességli paraméterezései, mésrészt a
K(v) = %<U, v)y Lagrange-fliggvényhez tartozé hatds stacionarius pontjai.

Tekintsiik azt a speciélis esetet, amikor @ = R™ és g = > i | do; ® dx;
az euklideszi metrika. Itt az egyenesek egyrészt minimalizaljak az ivhosszt,
maésrészt a szabad tomegpont palyajat is adjak. A geodetikusok mindkét
értelemben altalanositjik az egyenes fogalmat tetszéleges Riemann-metrika
esetére.

5.3. Egyszerili mechanikai rendszerek

Korabban lattuk, hogy az L(q, ¢) = K(4) = %mq’2 Lagrange-fliggvénybdl
szarmazo6 Euler-Lagrange-egyenletek a szabadon mozg6 tomegpont (rendszer)
mozgasegyenletei, ha viszont a tomegpontok egy V potencidl szerinti konz-
ervativ er6térben mozognak, akkor a Lagrange-fiiggvény az L(q, ¢) = K(¢)—
V(q) kifejezésre médosul. Az el6z6 szakasz mintdjara tekintsiink most 4l-
talanosabb alaku kinetikus energia tagokat.

5.6. Definicié (egyszer(i mechanikai rendszer). Legyen g Riemann-metrika
a Q@ C R™ nyilt halmazon, V € C>®(Q). Az egyszerii mechanikai rendszer
Lagrange-figgvényének nevezziik az L = Ky —V o1 € C*(1Q) figgvényt,
ahol K4(v) = $(v,v),.

(5.14) mintajara meggondolhatd, hogy az egyszerti mechanikai rendszer
Euler-Lagrange-egyenlete

O+ 3 TEGOWO0 = - 3 ¢ () 2L

ij=1

(v(£))- (5.18)
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5.7. Példa. Tekintsiink azR> térbenn darab témegpontot my, ..., m, tomegekkel,
amelyek a V€ C®((R®)™) potencidl hatdsa alatt mozognak (1.1 és 1.3
definiciok). A mozgdsegyenlet tekinthetd egy egyszerd mechanikai rendsz-
er Euler-Lagrange-egyenletének a kévetkezé médon. Legyen @ = (R3)", a

koordindtafiiggvények x1,y1, 21, T2, Y2, 22, « + - , T, Yn, Zn, @ Riemann-metrika
n
Z m;(dz; @ do; + dy; @ dy; + dz; @ dz). (5.19)
i=1

Ekkor az dsszes Christoffel-szimbolum 0, tehdt az egyenletrendszer egysz-
ertsodik:

1 0V
T, =—— 2
Z s D (5.20)
1 0V
j; = —— 21
] i 00 (5.21)
1 0V
7= —— .22
“ m; azl (5 )

A differencialformakhoz hasonléan Riemann-metrikat is vissza lehet hiizni.
Ha U CR™ V CR™ nyilt, f: U — V sima és g Riemann-metrika V felett,
akkor az f*g € I'(T2(TQ)) az a tenzormezo6, amelyre v, w € T, esetén

(v, W) g = (Tof V), Te f (w))y- (5.23)

f*g pontossan akkor Riemann-metrika, ha f immerzi6, azaz minden x € U
esetén T, f injektiv.

Ha ¢ tgy van felirva mint 0-és 1-formdk tenzorszorzatainak Osszege,
akkor a visszahtizott metrika felirdsdhoz felhasznalhatjuk, hogy a vissza-
hiizas kommutél a tenzorszorzassal és a kiils6 derivalassal.

5.8. Példa. Legyen U =V = R?, a standard koordindtafiigguényeket jelilje
ro: U = R, z,y: V — R. Legyen g = de ® doz + dy ® dy az euk-
lideszi Riemann-metrika V-n, f : (r,¢) — (rcosp,rsing). A visszahizott
Riemann-metrika
[fg = f"(dz @ de + dy ® dy)
=d(f"z) @ d(fz) +d(fTy) @ d(fTy)

d(r cos p) ® d(r cos @) + d(rsin¢) @ d(rsin )
((dr) cos ¢ — rsinpdyp) @ ((dr) cos ¢ — rsingpdyp)

+ ((dr) sin + rcos p dp) @ ((dr) sinp + 7 cos p dp)
=dr@dr+r*de @ de.

(5.24)

Ha f diffeomorfizmus két nyilt halmaz kézott, akkor korabban lattuk,
hogy az L ~~ LoTf transzforméacioval kapott 11j Lagrange-fiiggvényre gy is
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gondolhatunk, mint az eredeti variacios feladat 1j gérbevonali koordinatarend-
szerbe val6 atirdsdra. Ha L a (g,V) péarhoz tartozo egyszeri mechanikai
rendszer Lagrange-fiiggvénye, akkor az ilyen médon transzformalt Lagrange-
fiiggvény szintén az egyszerii mechanikai rendszer, ami az (f*g, f*V') parhoz
tartozik.

Visszahtizni azonban nem csak diffeomorfizmus mentén lehet, ami lehet6séget
ad holonom kényszerek modellezésére. Holonom kényszererének nevezziik
az olyan er6t, ami a koordinatak kozott fennalld valamely egyenlet dllandd
teljesiilését biztositja. Példaul egy I hosszil merev rid egyik vége legyen
az origbhoz rogzitve olyan modon, hogy koriilotte szabadon elfordulhat, a
masik végéhez pedig rogzitsiink egy tomegpontot. Ekkor a tomegpont z,y, 2
koordinétaira minden pillanatban az z2 + y% + 22 = [? egyenlet teljesiil, az
ehhez sziikséges erét — amely a pillanatnyi helyzettdl, sebességtol és az es-
etleg fellép6 tovabbi erdktdl fligg — a rad biztositja.

A holonom kényszer fogalma idealizacio, tehat nem meglepd, hogy ebben
a formaban nem fér bele a Newton-egyenlet 1.1 definicidban megadott alakja-
ba. Ugyanakkor el6allithaté konzervativ erdk limeszeként a kovetkezd mo-
don. Legyen ¢ : R® — R™ sima filiggvény, amivel a kényszeregyenletek
©(q) = 0 alakba irhatéak. Ha a kényszererd nélkiili rendszer Lagrange-
fiiggvénye Lo(q,q) = K(q,q) — V(q) alaku, akkor tekinthetjitk az L (q,q) =
K(q,q)—(V(q)+a|p(q)|?) rendszereket, ahol o valés paraméter. o novelésév-
el megné az energidja minden olyan konfiguricionak, amire nem teljesiil a
kényszerfeltétel. Ha a kezdeti feltétel olyan, hogy ¢(gp) = 0, akkor meg-
mutathatd, hogy a@ — oo esetén létezik a mozgasnak hatarértéke és az
mindvégig teljesiti a kényszerfeltételt (az utébbi az energiamegmaraddsbol
kovetkezik) | , I1.4.17.A].

Ha csak az o — oo hataresetet szeretnénk megérteni, akkor a kévetkezéképp
jarunk el. Legyen U C R™ ™ nyilt és valasszunk olyan f : U — R" sima
fiiggvényt, amelyre po f = 0 és T'f rangja minden pontban n —m (hogy ezt
biztosan megtehessiik, tegyiik fel, hogy T,¢ rangja m minden z € ¢ 1(0)
pontban). Legyen g az euklideszi Riemann-metrika a R™ téren, vagy az 5.7
példaban szereplo altaldnosabb valtozat. Ekkor f a kényszerfeliilet egy
paraméterezése és az (f*g, f*V) parhoz tartozé egyszerii mechanikai rend-
szer irja le az azon megvaldsuldé mozgast.

5.9. Példa. Tekintsiik az euklideszi sikon a V = mgyy potencidl és az x* +
y? = 12 kényszerfeltétel hatdsdra mozgé m témegii pontot (sikinga). Legyen
U = R koordindtafiiggvénye ¢, f(v) = (Isinp, —lcosp) a kényszerfelilet
paraméterezése (azaz ¢ a figgdlegessel bezart szog). Ekkor (f*V)(¢) = (Vo
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F)p) = —mgolcos p és

[fg=f"(mde ®de + mdy ® dy)
=md(f*z) @ d(f*z) + md(f*y) @ d(f*y)
=md(lsinp) ® d(Ising) + md(—lcos ) ® d(—lcos p)
=m(lcospdp) ® (lcospdp) +m(lsinpdy) @ (Isin e dy)
= mi%dy @ de.

Az Euler—Lagrange-egyenlet

P = _970 sin (.
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6. Hamilton-rendszerek

6.1. Legendre-transzformacié

6.1. Definicié (Legendre-transzforméalt). Legyen V' wvalds vektortér, U C'V
konvez, f € C?*(U) szigorian konvex. Ha o € V*, akkor tekintsiik azt
az v, € V wektort, ahol df(xy,) = ¢ (ha van ilyen). A g(p) = ¢(zy,) —
f(zy) modon definidlt fiiggvényt f Legendre-transzformdltjanak nevezzik (g
értelmezési tartomdnya V* azon részhalmaza, ahol x, értelmes).

6.2. Példa. Legyen V =R ~ V*, U = [0,00), f(x) = % valamely p > 1

valds paraméterrel. Ekkor f'(x) = zP~!, tehdt T, = PP és

96) = 9 77— 3 (N = (1= T = £ (6.1)

ahol 1/p+1/q = 1.

6.3. Példa. Legyen V =R ~ V*, U =V, f(z) = Za? valamely m > 0
valds paraméterrel. Ekkor f'(x) = mx, tehdt x, = @/m és

2 2
¥ m e L oo
- _ () = . 6.2
(%) (£) =50 (62)
6.4. Megjegyzés. Egy f : V — R konver fiiggvény konjugdltja az az f* :
V* — RU{oo} figguény, amit

f*(p) =sup p(z) — f(x) (6.3)

zeV

definidl. Ha f € C*(V) szigorian konvex, akkor a konvex konjugdltja meg-
egyezik a Legendre-transzformaltjdval.

Legyen @ C R™ nyilt, L € C*(TQ) ~ @ x R"™. Tegyiik fel, hogy min-
den q € @ esetén az L(q,-) : T,Q — R fiiggvény szigorian konvex és a
derivaltja sziirjektiv (példaul egyszeri mechanikai rendszereknél ez mindig
teljesiil). Ekkor az ¢ valtozot paraméternek tekintve pontonként képezhetjiik
L Legendre-transzformaltjat, tehat egy-egy T»Q — R fiiggvényt, amelyek
egy H : T*Q — R sima fliggvény megszoritdsai. Az igy kapott fliggvényt
Hamilton-fiiggvénynek nevezziik.

6.5. Példa (egyszeri mechanikai rendszer Hamilton-fiiggvénye). Legyen
Q C R" nyilt, g € T'(12(TQ)) Riemann-metrika, V € C*(Q), és tekintsik
az L = K, —V o1g Lagrange-figgvényt. Koordindtdkkal kifejezve

. 1 ¢ ..
L(g,d) =5 > 9ij(at,- - an)dids = Van, - ), (6.4)
i,j=1
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tehadt
Z 9ri(q)ds- (6.5)
i=1

Legyen p € T;Q ~R". A p = a— egyenletrendszer megolddsdt irjuk fel az

g¥ inverz mdtriz segitségével:

Z g gk‘l

k=1
n .
= Z g’ k(Q)pk
k=1
Ezek alapjan a Hamilton-fligguény koordindtdkkal kifejezve

H(q,p) = p(4(q,p)) — L(q,4(q,p))

Z pk_*zgw @ 9" (a) pzzg Q)pr + V(q)
k=1 2,7=1 =1 =

Z ZPJZQJ’“ )i+ V(q)

k=1 J

Enj 97 (Q)pip; + V (9).
j=1

—~

Ti M: 1 M:

N
-

(6.7)

6.6. Tétel. Legyen L € C*°(TQ) minden fibrumon szigorian konvex és H €
C>®(T*Q) a Legendre-transzformdltja. Ekkor az Euler—Lagrange-egyenletek
ekvivalensek az

OH
Pk = =5~ 6.8
oL (6.8)
oOH
Qe = 5— 6.9
Opy, (6.9)
egyenletrendszerrel (Hamilton-egyenlet).
Bizonyitds. Legyen a p = % egyenletrendszer megoldasa (¢ valtozoval)
q(q,p), ekkor H(q,p) = pq(q; pq) a,4(q,p))-

Tegyiik fel, hogy ¢ — ¢(t) megoldja az FKuler-Lagrange-egyenleteket.
Ekkor

0L 0¢;
8‘]1 0qx;

94
Zz:l ' dg. ang Z
__ oL (6.10)
Iqx,
d oL

" dog - ™

3%

32



és

OH " 9q Z 0L 0¢;

4 i =g 6.11
oy~ k(q.p) ;p 94, o = Gr(q,p). (6.11)

O

6.7. Példa. Legyen QQ = R, T*Q koordindtafiiggvényei q,p, H(q,p) =
5=p® + V(q) (egyszerti mechanikai rendszer egy dimenzidban). Ekkor a
Hamilton-egyenletek

p=—V'(q) (6.12)
. p
= £ 6.13
Q= (6.13)
ami ekvivalens az mi = —V'(q) Newton-egyenlettel.

6.2. Szimplektikus formak

6.8. Definicié (szimplektikus forma, szimplektikus leképezés). w € T'(A2T*U)
szimplektikus forma, ha dw = 0 és w minden pontban nemelfajulo.

Legyenek wy € T(A2T*Uy) éswy € T(A2T*Us) szimplektikus formdk. Egy
p : Uy — Uy sima leképezés szimplektikus, ha ¢*ws = wy.

6.9. Példa. Legyen Q CR"™ ésU = T*Q. Legyen 6y € T'(T*U) a kanonikus
1-forma, tehdt ami a (q,p,q,p) € TT*U ~ U xR" x R" x R" érintévektorhoz
a p(q) szamot rendeli. Ekkor — dfy szimplektikus forma, a T*Q kanonikus
szimplektikus formdja.

A gy o Gn,p1y--Pn € C®(T*Q) koordindtafiggvényekkel kifejezve
Oo = > i1 pidg; és igy

W= — d90
= - d(pidg)
i=1

== (dpi Adg; + pi Addg;)
=1

= Z dg; A dp;.
=1

(6.14)

Ha Q = R, akkor T*Q ~ R?", a kanonikus szimplektikus formdt ekkor
R?" standard szimplektikus formdjdanak is nevezziik.

6.10. Allitas. Legyen U C R™ nyilt és w € T(A*T*U) nemelfajuld forma.
Ekkor m pdros és w™'? térfogati forma (azaz sehol sem 0).

Bizonyitds. | , 3.1.3] O
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A szimplektikus forméhoz tartozé térfogati forma szokasos normalésa a
kovetkezo:

Q, = (mlmlwm/? (6.15)

A nemelfajul6 2-formakat majdnem szimplektikus forménak is nevezik.

6.11. Tétel (Darboux). Legyen U C 2n és w € D(A2T*U) szimplektikus
forma. FEkkor minden x € U ponthoz létezik olyan V. C U nyilt kérnyezet
(x € V) és azon qi,...,qn,D1,-..,pn € C®(V) gorbevonali koordindtdk,
amelyekkel kifejezve

n
wly = qui/\dpi. (6.16)
i=1
Bizonyitds. | , 3.2.2] O

A tételben szerepld tulajdonsagu lokalis koordindtarendszereket kanon-
ikus koordinataknak nevezziik.

6.3. Hamilton-vektormezdk

6.12. Definicié (Hamilton-vektormezd). Legyen U C R?*" nyilt halmaz, w €
T(A2T*U) szimplektikus forma és H € C*°(U). A H Hamilton-fiigguényhez
tartozé Hamilton-vektormezdének nevezzik azt az egyértelmi Xy € T'(TU)
vektormezot, amelyre ix,w = dH teljestil.

6.13. Példa. Legyen Q =R, U =T*Q, w = dg Adp a kanonikus szimplek-
tikus forma, V € C*(Q) és H(q,p) = ﬁpQ +V(q). Ekkor

1
dH = P dp+V'(q)dq (6.17)
és

o (dgNdp)+ Bio (dgAdp) = Adp— Bdg, (6.18)

i, s o w = Ai
A87q+357p dq dp

tehdt az ix,w = dH feltétel alapjin a Hamilton-vektormezé

_p 0 0

e — I E—
X =5~ Viag, (6.19)

A differencidlegyenlet-rendszer szokdsos felirdsa

%q(t) = 7)7:) (6.20)
plt) = ~V'(a()). (6.21)
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A fenti példdhoz hasonlbéan altaldnosan is felirhatjuk a kanonikus sz-
implektikus forméaval képzett Hamilton-vektormezdket differencidlegyenlet
alakban. Legyen Q@ C R" nyilt w = Y7, dg; A dp; € T(A2T*(T*Q)) és
H € C>*(T*Q). Ekkor

" (OH oOH
dH = 97 g dp; ) =i 6.22
;(8% qu(?pi p) X (6.22)
alapjan
" (OH & OH 0
Xy = 7 = 6.23
" ; (81% dq;  0Oqg 3191-) ’ (6.23)
tehat a differencidlegyenlet alak
OH
k= — 7 6.24
Pk a0 (6.24)
OH
Ik = a_ 6.25
e 8pk ( )

vagyis éppen a Hamilton-egyenletrendszer.

6.14. Tétel. Legyen U C R?™ nyilt halmaz, w € T(A2T*U) szimplektikus
forma és H € C*°(U). Ekkor H és w az Xy Hamilton-vektormezdre nézve
invarians differencidlformdak.

Bizonyitds.
Lx, H=ix,dH =ix,ix,w =0, (6.26)

mivel ix,ix, = 0.

»CXHW = dlew +ix g é{;ﬁ/ =0, (6.27)
dH

ahol felhasznaltuk, hogy d o d = 0 és hogy w szimplektikus forma, tehat
dw = 0. O

Mivel egy adott vektormezére nézve invarians differencidlformak részal-
gebrat alkotnak (4.18 Allitds), a 6.14 tételbdl azonnal kovetkezik Liouville-
tétele:

6.15. Kovetkezmény (Liouville-tétel). €, invaridns térfogati forma barme-
ly Hamilton-vektormezdre nézve.

6.16. Megjegyzés. H barmely fliggvénye is invaridns, tehdt B € R es-
etén e PHQ,, is invaridns térfogat. Ha Z(B) = [;e PHQ, véges, akkor
ﬁe‘ﬁHQw valdsziniiségi mértéket hatdiroz meg, a T = % hémérséklethez
tartozé Gibbs-mértéket.
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6.4. Poisson-zardjel

6.17. Definicié. Legyen U C R" nyilt, w € T(A2T*U) szimplektikus forma.
Az f,g € C(U) figgvények Poisson-zdrdjele {f, g} = w(Xy, Xg).

Haqi,...,qn,p1,- .., pn kanonikus koordinatafiiggvények (tehat w = Y i | dg;A
dp;), akkor a Poisson-zaréjel a 6.23 egyenlet szerint a parcidlis derivaltakkal
az alabbiak szerint fejezheto ki:

_N\~(9f 09 0Of 0g
tha3= ; <8Q1 Opi 3pz‘3qz‘) (6.28)

6.18. Példa. A q1,...,qn, D1, - - -, Pn kanonikus koordindtafiigguények Poisson-
zarojelet

{gi,q} =0 (6.29)
{pi,p;j} =0 (6.30)
{qi:pj} = dij- (6.31)

6.19. Allitas. Legyen U C R” nyilt, w € T(A2T*U) szimplektikus forma.
Ekkor

(i) 1f,9} = —Lx,9=Lx,f
(1) X¢pgy = —[Xf, X
(iii) {f,{g,h}} +{g9,{h, f}} +{h,{f,9}} =0.

Bizonyitds. | , 3.3.11], | , 3.3.17] és | , 3.3.18] O

6.20. Allitas. Legyen H, f sima, v: R — U az Xp integrdlgirbéje. Ekkor

1) = (7, HY (). (632

Bizonyitds. | , 3.3.15] O
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7. Lie-csoportok és sima hatasaik

7.1. Matrix Lie-csoportok

7.1. Definicié (matrix Lie-csoport, métrix Lie-algebra, matrix Lie-csoport
Lie-algebraja). Legyen n pozitiv egész. GL(n) jeloli a R™ — R™ invertdl-
hatd linedris transzformdcidk csoportjat, gl(n) pedig a R™ — R™ linedris
leképezések Lie-algebrdjdt az [X,Y] = XY =Y X (kommutdtor, Lie-szorzds)
mdvelettel. A csoport egységelemét (identitds leképezés) e jeloli.

G mdtriz Lie-csoport, ha GL(n) zdrt részcsoportja valamely alkalmas n
mellett. g matrixz Lie-algebra, ha gl(n) Lie-részalgebrdja (azaz linedris altér,
amely a kommutdtorra nézve zdart) valamely alkalmas n mellett.

A G mdtriz Lie-csoport T.G Lie-algebrdja a G-ben haladd e pontbeli
lokdlis gorbék ekvivalenciaosztdlyainak tere.

7.2. Példa. A specidlis linedris csoport és Lie-algebrdja

SL(n) = {A € GL(n)|det A = 1} (7.1)
Te SL(n) = {X € gl(n)|Tr X = 0}.

Ha ugyanis t — A(t) egy olyan sima gorbe, ami a GL(n) csoportban halad,
akkor

d -1 /

3 det A(t) = Tr (A (t)A (t)) det A(t), (7.3)
tehdt egy e pontbeli és konstans 1 determindnsi lokdlis gorbe derivdltjdra
0 = Tr A'(0) teljestil. Mdsrészt ha Tr X = 0, akkort — exptX determindnsa
det(exptX) = exp(TrtX) =1 és derivdltja a t = 0 pontban X .

Az ortogondlis csoport és Lie-algebrdja

O(n) = {A € GL(n)|Vv,w € R" : (v,w) = (Av, Aw)}

7.4
= {A€GLn)|ATA =} 74)
T. O(n) = {X € gl(n)|Vv,w € R" : (Av,w) + (v, Aw) = 0}
7.5
:{Xeg[(n)‘AT+A:0}. (7:5)
A specidlis ortogondlis csoport és Lie-algebrdja
SO(n) = O(n) N SL(n) (7.6)
T.SO(n) =T, O(n) N T, SL(n). (7.7)
A komplex dltaldnos linedris csoport és Lie-algebrdja
GL(n,C) = {A € GL(2n)|[A, J] = 0} (7.8)
T, GL(n,C) = {X € gi(2n)|[4,.]] = 0}, (7.9)
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ahol R?" ~ C™ és J azi képzetes eqységgel valé (komponensenkénti) szorzds.
Az unitér csoport és Lie-algebrdja

U(n) = O(2n) N GL(n,C) (7.10)

T.U(n) =T, O(2n) N T, GL(n,C). (7.11)

A valds szdmok az dsszeadasra nézve csoportot alkotnak, ami mdtrixz Lie-
csoportként is felfoghato a kévetkezd modon:

{1

Ennek Lie-algebrdja

el

A maétrix Lie-csoportok fenti definici6jabdl nem latszik egy fontos tu-
lajdonsag, mégpedig az, hogy differencialhaté struktiaraval rendelkeznek.
Ez azt jelenti, hogy értelmezhetd olyan leképezések differencialhatésaga,
simasaga, érintoleképezése, stb., amelyek értelmezési tartomanya matrix Lie-
csoport. Ezt az teszi lehet6vé, hogy a matrix Lie-csoportok részsokasagok,
emiatt egy definicid erejéig réviden kitérink ezek altalanos fogalmara.

ze ]R} C GL(2). (7.12)

x € R} Cgl(2). (7.13)

7.3. Definicié (részsokasdg). Egy M C R™ részhalmaz részsokasdg, ha
minden x € M ponthoz létezik U C R™ nyilt kornyezet és ¢ : U — R”
sima leképezés, amely diffeomorfizmus U és a képe kizott, o(x) = 0 és
(M) = p(U) NR™ valamely m < n természetes szaimmal, ahol R™ < R"
azon vektorokbol dll, amelyek utolsé n —m komponense 0.

Egy M részsokasdg x € M pontbeli érintétere az M-ben haladd x-beli
lokdlis gorbék ekvivalenciaosztdlyainak tere, amit T, M jelol.

Példaul minden nyilt részhalmaz egyben részsokasag is, valamint R™ min-
den linedris (vagy affin) altere is részsokasig. Egy f € C°(R" 1) fiiggvény
grafikonja R™ részsokasdga.

Belathato, hogy T, M vektortér, dimenzidja a definiciéban szereplé m.
Az érintétér fogalmabdl kiindulva a vektormezokrdl és differencidlformakrol
kordbban latott definicidk és allitasok jelentls része valtoztatas nélkil al-
taldnosithato részsokasagokra is.

7.4. Allitas. Legyen G C GL(n) mdtriz Lie-csoport. Ekkor
(i) G C End(R") részsokasdg
(i) T.G < gl(n) Lie-részalgebra
(iii) exp(T.G) C G
(iv) exp diffeomorfizmus 0 € T.G egy alkalmas U kérnyezete és exp(U)
kézott
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(v) az exp(T.G) dltal generdlt részcsoport a G egységelemet tartalmazo
komponense

Egy matrix Lie-csoporton értelmezett leképezés differencialhatosagat egysz-

erlibb médon (részsokasdgok emlitése nélkiil) is megfogalmazhatjuk: egy f :
G — R™ leképezés sima, ha minden g € G esetén az foLgjoexp : T,G — R™
(vektorterek kozotti) leképezés sima, ahol Ly : h — gh a csoport baleltolasa.

7.2. Csoporthatasok

7.5. Definicié (sima csoporthatas). Legyen G mdtriz Lie-csoport, U C R™
nyilt részhalmaz (vagy részsokasdg). Egy ® : G x U — U, (g,z) — P4(x)
leképezés a G csoport sima hatdsa, ha minden g,h € G és x € U esetén

(i) Pe(x) ==

(it) Pgn(x) = Pg(Pn(x))

(iii) az (x,§) = Pexpe(x) leképezés sima.

7.6. Példa. Legyen X € I'(TU) teljes vektormezd, F : RxU — U a folyama.
Ekkor F' az R (additiv) csoport sima hatdsa. Megforditva, ha F : RxU — U
stma hatds, akkor

d

X(x) := aq)t(x) . (7.14)

teljes vektormezo.

7.7. Definicié (infinitezimalis generator). Legyen G mdtriz Lie-csoport,
U CR" nyilt, ® : G x U — U sima csoporthatds. Vezessiik be minden
£ € T.G elemhez és x € U ponthoz a e 5(t) = Pexpre(x) gorvét. A € € T.G
elemhez tartozo infinitezimdlis generdtornak a

fU(.’L') = [7£,x]:v = %Q)exptf(x) o (715)

vektormezdt nevezzik.

7.8. Példa. Legyen F az X teljes vektormezd folyama, azaz R egy hatdsa.
Ekkor az 1 € T.R elemhez tartozé infinitezimdlis generdtor X.

7.9. Példa. Legyen G C GL(n), U = R" és tekintsiik a ® o(x) = Ax hatdst.
Ha & € TG, akkor

d

d
Ev(x) = a@exptg(x) . =5 exp(t&)x - =¢&x. (7.16)
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7.3. Invarians differenciadlformak

7.10. Definicié (invaridns differencidlforma). Legyen G mdtriz Lie-csoport,
UCR" nyilt, ® : G x U — U a G csoport egy sima hatdsa. Egqy o €
D(A*T*U) differencidlforma G-invaridns, ha minden g € G esetén Pla=a.

7.11. Példa. Legyen X € I'(TU) teljes vektomezd, F' : RxU — U a folyama
mint R-hatds. Ekkor egy « differencidlforma pontosan akkor R-invaridns (az
F hatds szerint), ha az X vektormezdre invaridans (.17 Definicid).

7.12. Allitas. Legyen G dsszefiiggé mdtriz Lie-csoport, U C R™ nyilt, ® :
G x U — U sima hatdsa. Egy o € T(A*T*U) differencidlforma pontosan
akkor G-invaridns, ha minden & € TG esetén L¢, o = 0.

Bizonyitds. Ha o G-invarians és ¢ € T,G, akkor specidlisan minden t € R

esetén a = @prtga is teljesiil. De t — ®eypie éppen a {y vektormezd
folyama, tehat

d *

Eé‘UO[ = &@exptéa —0 =0. (717)

Megforditva, ha L, = 0 minden {; esetén, akkor o = <I>:Xp e minden

t és € esetén, tehdt specidlisan minden g € exp(7.G) mellett ®;a = . Mivel

G osszefliggd, a 7.4 allitds (v) pontja alapjan az ilyen g elemek generaljik a

csoportot. ]

Ebbél a karakterizaciobdl (is) konnyen adédik a 4.18 Allitas megfeleléje:
G-invarians differencidlformak szorzata, kiils§ derivaltja is G-invarians.
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8. Hamilton-rendszerek szimmetriai, megmaradé meny-
iségek
8.1. Szimplektikus hatasok

8.1. Definicié (szimplektikus hatés). Legyen G mdtriz Lie-csoport, U C
R™ nyilt, w € T(A2T*U) szimplektikus forma. A G csoport egy ® : G x
U — U sima hatdsa szimplektikus, ha minden g € G esetén @, : U — U
szimplektikus leképezés.

8.2. Allitas. Legyen G ésszefiiggé mdtriz Lie-csoport, U C R™ nyilt, w €
D(A2T*U) szimplektikus forma. Ekkor eqy ® : G x U — U hatds pontosan
akkor szimplektikus, ha minden & € TeG esetén dig,w = 0.

Bizonyitds. A 7.12 Allitas alapjan w pontosan akkor G-invarians, ha minden
§ € T.G esetén L¢,w = 0. Mivel w szimplektikus forma (tehat specidlisan
zart is),

ﬁgUw = igU dw + digUw = digUw (8.1)
]

8.3. Példa. Legyen Q =R, T*Q ~ R x R kanonikus koordindtafiigguényei
q,p, w = dg Adp a kanonikus szimplektikus forma. Legyen G = R a wvalds
szdmok additiv csoportja, ekkor T.G ~ R. Tekintsik a Q téren a ®4(q,p) =
(q+t,p) hatdst. Legyen & =1, az infinitezimdlis generdtor

d
§r-q(q,p) = a‘bt(q,p)

t=0
= g( +t,p) (8.2)
BT q D o .
_9
= %
FErre
dig,..,w=ddp=0 (8.3)

teljestil, tehdt a hatds szimplektikus.

8.4. Példa. Legyen Q = R2?, T*Q ~ R2xR? kanonikus koordindtdi qi, g2, p1, p2,
amelyekkel a kanonikus szimplektikus forma dg; A dpy + dgs A dps. Legyen
G =S0(2) = { lCOSt _Smt] te R} ~R/277Z a

sint cost

D4 (q1,92,p1,p2) = (q1 cost—qasint, g1 sint+qo cost, py cost—py sint, py sin t+ps cost)
(8.4)
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hatdssal. Ekkor T.G ~ R, a £ = 1 elemnek megfeleld infinitezimdlis generd-
tor

d
Er+Q(q1, 92,01, 02) = — Pi(q1, 92, p1,D2)
dt
t=0

IR R R 55
Poq " Tog  Pop, T Popy
digT*Qw = d(—q2 dp1 + q1dp2 + p2dg1 — p1 dq2) (8 6)

= —dg2 Adpy +dg1 Adpe + dp2 Adgr — dpr Adge =0,
tehdt a hatds szimplektikus.

8.5. Példa. Legyen Q =R, T*Q ~ R x R kanonikus koordindtafiigguényei
q,p, w = dg A dp a kanonikus szimplektikus forma. Tekintsik G = SO(2)
kévetkezd hatdsdt:

®y(q,p) = (gcost — psint,gsint + pcost). (8.7)

Ekkor T.G ~ R, a £ =1 elemnek megfeleld infinitezimalis generdtor

d
Er-qlq,p) = a‘bt(q,p)
t=0

d
= —(qcost —psint,gsint + pcost) (8.8)
dt t=0

dig,. ,w = d(—pdp — ¢dq)

(8.9)
=—dpAdp—dgAdg=0,

tehdt a hatds szimplektikus.

A 8.3 és a 8.4 Példakban az a kozos, hogy a csoportnak a Q) téren vald
hatésat emeltiik fel a koérintényaldbra (az ilyeneket pont-transzforméciéknak
nevezik). Ezt altalaban is meg lehet tenni és az igy kapott hatds mindig sz-
implektikus lesz a kanonikus szimplektikus formara nézve | , 3.2.12].

A 8.2 Allitas szerint egy hatds akkor szimplektikus (G egységkomponen-
sén), ha ig,w zart a Lie-algebra minden { eleme esetén. Ebbdl dltaldban
nem kovetkezik, hogy i¢, w egzakt, de a gyakorlatban mégis gyakran teljestil
(pl. ha U csillagszerti, lasd 4.13 Tétel). Ezzel az esettel érdemes kiilon is
foglalkozni, elsésorban a lenti alapveté megmaradési tétel miatt (8.10 Tétel).
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8.6. Definicié (Hamilton-hatds, momentum-leképezés). Legyen G osszefiig-
g6 mdtriz Lie-csoport, U C R™ nyilt, w € T(A2T*U) szimplektikus forma.
A G csoport egy ® : G x U — U sima hatisa Hamilton-féle, ha minden
§ € T.G esetén az ig,w differencidlforma egzakt.

Legyen G ésszefiiggé mdtriz Lie-csoport, U C R™ nyilt, w € T'(A2T*U)
szimplektikus forma, ® : G x U = U a G csoport eqy szimplektikus hatdsa.
Egy J : U — T}G leképezés a hatdishoz tartozé momentum-leképezés, ha
minden £ € T.G esetén dJ(§) = ig,w (azaz Xje = &), ahol J(&)(z) =

J(x) - €.

Ha egy hatdshoz tartozik momentum-leképezés, akkor az a definicid
alapjan Hamilton-féle. Masrészt ha egy hatds Hamilton-féle, akkor létezik
hozza tartozé momentum-leképezés is. Legyen ugyanis T.G egy bazisa
&1, .., &, és valasszunk Ji,...,J sima fliggvényeket, amelyekre (&)y =
X, teljestll (i = 1,..., k). Ekkor j(&) := J; linearis kiterjesztése momentum-
leképezés.

8.7. Példa. R egy Hamilton-hatdsa ugyanaz mint eqy Hamilton-vektormezd
folyama, a momentum-leképezés a Hamilton-fligguénnyel azonosithato.

8.8. Példa. Legyen Q = R, T*Q ~ R x R kanonikus koordindtafiigguényei
q,p, w = dg A dp a kanonikus szimplektikus forma. Legyen G = R a
valds szamok additiv csoportja, ekkor T.G ~ R. Tekintsik a Q téren a
®(q,p) = (¢ + t,p) hatdst. A 8.3 Példa szerint a hatas szimplektikus.
Mivel T*Q csillagszertd, a hatds egyuttal Hamilton-féle is. Valdban, ha
§=1¢€R xT.G, akkor ig,.,w = dp egzakt, és ezt elegendd ellendrizni,
mivel T.G egydimenzios. Egy momentum-leképezéshez gy jutunk, ha a p
stma fligguényt megszorozzuk TG azon elemével, amely a & vektorhoz az 1
szamot rendeli.

8.9. Példa. Tekintsiik a 8.4 Példa hatdsdt és az ott szerepld € € T.G vektort.
Mivel

d(qip2 — g2p1) = p2dq1 + q1 dp2 — prdge — g2 dp1 = g, W, (8.10)
egqy momentum-leképezés qipo — qap1 €s a & — 1 linedris leképezés szorzata.

Altaldban is igaz, hogy ha adott G egy hatdsa a @ téren, akkor a T*Q
térre felemelt hatds Hamilton-féle | , 4.2.11].

8.2. Hamilton-rendszererek szimmetriai

8.10. Tétel. Legyen ® : G x U — U a G szimplektikus hatdsa, J egy hozzd
tartozo momentum-leképezés. Tegyiik fel, hogy H € C*(U) G-invaridns.
Ekkor J X g-invarians.
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Bizonyitds. Legyen & € T.G. Mivel H G-invaridns, minden x € U ést € R
esetén H(x) = H(®Pexpie(x)). Derivaljuk az egyenlGséget t szerint a t = 0
pontban:

d

0= GH (Pepic(e))

=&u(H)(r) (8.11)
= Lx; H(@)

= {H,J(&)}.
Ez a 6.20 Allitds szerint éppen azt jelenti, hogy J(£) mozgasallando. O

8.11. Példa. Legyen @ = R™ \ {0}, G = SO(n) a standard hatdsdval:
®,(x) = gz, ahol x € Q oszlopvektor. Tekintsik ennek felemeltjét a T*Q
téren, ehhez a hatdshoz eqy momentum-leképezés (q,p) — (& — p(&q)). Ha
a Hamilton-figguény H(q,p) = 5=[p|> + V(|q|) valamely V' € C>(Rso)
fiigguénnyel (centralszimmetrikus potencial), akkor H G-invaridns, tehdt
a tétel szerint a momentum-leképezés mozgdsallando. Ha példdul & az a
madtriz, amelynek i,j eleme 1, j,i eleme —1, mindenhol mdshol 0 dll, akkor
j({) = q;pi — qip; oz impulzusmomentum komponense.

8.12. Példa. Tekintsiik az R x R téren a 8.5 Példa szerinti SO(2)-hatdst
(®(q,p) = (gcost —psint,qsint + pcost)), ehhez eqy momentum-leképezés
—(%q2+%p2). AH= %qz—i—%pQ (harmonikus oszcillator) Hamilton-figgvény
G-invaridns, a mozgdsdllandd lényegében maga az energia.

Egy Hamilton-fiiggvényhez tartozé Hamilton-vektormezo folyamara ugy
is gondolhatunk mint a R csoport egy Hamilton-hatasara. Ezt figyelembe
véve megadhatd a 8.10 Tétel egy altaldanositasa, amelyben a kétféle hatas
szimmetrikus szerepet tolt be.

8.13. Tétel. Legyen U C R" részsokasdg, w € T'(A2T*U) szimplektikus for-
ma, G1, Go két 6sszefliggé matrix Lie-csoport, amelyek adott eqy-eqy Hamilton-
hatdsa Jy, JJo momentum-leképezésekkel (J; : U — TS G;). Ekkor ha J; Ga-
invaridns, akkor Jo G1-invarians.
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9. Differencialhaté sokasagok

Lattuk, hogy a vektorterek nyilt részhalmazain mellett részsokasagokon
értelmezett fliggvényeknek is értelmes differencidlhatésagardl, derivaltjarol
beszélni. A mechanika szempontjabodl ezt az altalanositdst az motivalta,
hogy kényszererok fellépésekor a tényleges konfiguracios tér a kényszerfeltételek
altal meghatarozott részhalmaz, ami enyhe regularitasi feltételek mellett
részsokasag.

Ennek a szakasznak a célja egy tovabbi altalanositas, a differencialhato
sokasagok fogalméanak révid bevezetése. Az altalanositas alapotlete az, hogy
vektorterek nyilt részhalmazait ragasztjuk Ossze sima leképezések mentén,
a differencidlhatésdgi kérdéseket pedig visszavezetjik az egyes darabokra
vett megszoritasok vizsgalatara. Ez lehetOséget ad arra, hogy absztraktabb
halmazokon, példaul bizonyos hanyadosokon (ekvivalenciaosztélyok terén)
értelmezziink differenciglhatésdgot. Erdemes megemliteni, hogy minden
differencidlhaté sokasiag bedgyazhaté valamely elegendéen magas dimen-
zi6s vektortérbe részsokasagként. Az absztaktabb nézépont azért kézen-
fekv6 mégis, mert altaliban egy ilyen tér semmilyen kitliintetett médon nem
tekintheto egy vektortér részsokasaganak.

9.1. Definicié (topologikus tér, nyilt halmaz, folytonos leképezés, homeo-
morfizmus, altér, hdnyados, szorzat). Egy (X, Tx) par topologikus tér, ha X
halmaz, Tx C 2% és az aldbbiak teljesiilnek:

(i) D e Tx és X € Tx

(ii) ha U,V € Tx, akkor UNV € Tx

(iii) ha (U;)ier € T tetszbleges rendszer, akkor U;c; Us € Tx.
Tx elemeit nyilt halmazoknak nevezzik. Egy A C X részhalmaz zdrt, ha
X\ A nyilt.

Ha (X,Tx) és (Y, Ty) topologikus terek, akkor eqy f: X — Y leképezés
folytonos, ha minden U € Ty esetén f~1(U) € Tx teljesiil. Eqy f: X =Y
leképezés homeomorfizmus, ha folytonos, bijektiv, és az inverze is folytonos.

Ha (X, Tx) topologikus tér, A C X részhalmaz, akkor Ty := {U NA|U € Tx}
az altértopologia.

Ha (X,Tx) topologikus tér, ~C X x X ekvivalenciareldcio, akkor az
X/ ~={[z]lr € X} halmazon Tx,. :={U € X/ ~|{z € X|[z] € U} € Tx}
a hdnyados-topologia.

Az (X, Tx) és (Y, Ty) topologikus terek szorzata az X XY halmaz az
{UX VU € Tx,V € Ty} halmazok dltal generdlt topoldgidval.

Ha nem okoz félreértést, akkor a topologikus terekre az alaphalmaz sz-
imbélumaval hivatkozunk.

9.2. Példa. Legyen X = R", Tx azon Y részhalmazok &sszessége, ame-
lyekre minden y € Y esetén létezik € > 0, amire {x € X||lz —y| <e} C Y
(euklideszi topologia).
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Altaldnosabban, ha (X,d) pszeudometrikus tér (azaz d: X x X — Rsg,
Ve,y,z € X :d(z,x) =0, d(z,y) = d(y,z), d(z,z) < d(z,y)+d(y, z) ), akkor
rajta azt a Tx topoldgidt tekintjik, ami azon Y részhalmazok Osszessége,
amelyekre minden y € Y esetén létezik € > 0, amire {z € X|d(z,y) < e} C
Y.

Az n dimenzids gomb S™ = {x € R""Y||z| = 1} az euklideszi topoldgidbdl
szdrmazo altértopoldgidval.

9.3. Definicié (Hausdorff). Egy X topologikus tér Hausdorff, ha barmely
x,y € X, x # y pontokhoz léteznek U,V nyilt halmazok, amelyekre x € U,
yeV,UNV =10 teljesiil.

Barmely Hausdorff topologikus tér altere és Hausdorff terek szorzata is
Hausdorff, R™ az euklideszi topoldgiaval szintén Hausdorff. Ugyanakkor egy
Hausdorff-tér hanyadosa nem minden esetben Hausdorff.

9.4. Allitas. Legyen X Hausdorff topologikus tér, ~C X x X ekvivalencia-
reldcio. Ekkor X/ ~ pontosan akkor Hausdorff, ha ~ zdrt.

9.5. Definicié (béazis, masodik megszamlalhatdésiagi axioma). Legyen (X, Tx)
topologikus tér. Eqy U C Tx részhalmaz bdzis, ha minden U € Tx nyilt hal-
maz elddll

v=yvVv (9.1)
Veu
VCU
alakban. Eqgy topologikus tér teljesiti a mdsodik megszamldlhatosdgi axiomdt
(vagy megszdmldalhaté bazisi), ha létezik megszdmldlhaté bazisa.

Megszamlalhaté bazistu térek altere, véges vagy megszamlélhaté szorza-
ta is megszamlalhatd bazist. R" az euklideszi topologiaval teljesiti a ma-
sodik megszdmlalhatosagi axioméat. Ha X megszamlalhaté bazisu és ~ olyan
ekvivalenciareldci6, hogy az X — X/ ~ hényadosleképezés nyilt, akkor
X — X/ ~ is megszamlalhat6 bazisu.

9.6. Definicié (lokalis térkép, kompatibilitas, atlasz, ekvivalens atlaszok,
maximalis atlasz, sima sokasag). Legyen X topologikus tér. Eqgy (U, ) pdr
lokdlis térkép, ha U C X nyilt és ¢ : U — R™ olyan leképezés (n € N),
amelyre o(U) nyilt és ¢ homeomorfizmus U és p(U) kézétt. Ha x € X,
akkor egy (U, ) lokdlis térkép x-beli (vagy x kérili), ha x € U. Az (U, p)
és (V, 1)) lokdlis térképek kompatibilisek, ha ¢ op™1 : p(UNV) — p(UNV)
diffeomorfizmus (C*). Térképek eqy A = {(Ui, i)} halmaza atlasz, ha
barmely két eleme kompatibilis és J;c; U; = X. Két atlasz ekvivalens, ha az
uniojuk is atlasz. Egy atlasz maximadlis, ha tartalmaz minden vele ekvivalens
atlaszt.

Egy M = (X, A) pdar sima sokasdg, ha X Hausdorff topologikus tér és
teljesiti a mdsodik megszamldlhatésdgi axiomdt, A maximdlis atlasz.
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Egy atlasz egyértelmiilen meghatarozza azt a maximélis atlaszt, ami azt
tartalmazza: ez éppen a vele kompatibilis atlaszok egyesitése. Igy egy sima
sokasag megadasahoz elegendé egy atlaszt kijelolni.

9.7. Példa. R" minden M részsokasdga sima sokasdggd tehetd a 7.3 Defini-
cioban szerepld o diffeomorfizmusok M -re vald leszitkitései dltal meghatdro-
zott atlasszal.

9.8. Példa. Két sima sokasdg szorzata is sima sokasdg a lokdlis térképek
(¢ x Y)(x,y) = (e(x),¥(y)) szorzatai dltal meghatdrozott mazximdlis at-
lasszal.

9.9. Példa. Legyen X = R/Z, vagyis az euklideszi topolégidval elldtott valds
szamok terének az a ~ b <= a — b € Z ekvivalenciareldcio szerinti hanya-
dosa. Legyen a € R, U, = {[b]||la —b] < 1/3} és v, : U — R az a leképezés,
ami a [b] pontot az a — b+ Z halmaz legkisebb abszolit értéki elemébe viszi.
Ekkor (Ug, vq) térkép és az dsszes ilyen térkép halmaza atlasz.

9.10. Definicié. Legyenek M, N sima sokasdgok. Eqy f : M — N leképezés
sima, ha az M illetve N atlaszdbol vdlasztott minden (U, ) illetve (V, 1)
térkép esetén o foo L o(f~HV)NU) = (V) sima leképezés.

Egy M sokasdgon x pontbeli lokdlis gorbének nevezink egqy (—e,e) — M
sima leképezést, amire v(0) = x. A 1,72 x-beli lokdlis gorbék ekvivalensek,
ha valamely (U, ) x-beli lokdlis térképre a @ o1 és ¢ o7y ekvivalens (azaz
a 0 helyen megegyezik a derivaltjuk). Az x-beli lokdlis gorbék ekvivalen-
ciaosztalyainak halmaza o T, M érintétér, elemeit érintévektoroknak nevez-

Az R™ nyilt részhalmazain definialt érintévektorokhoz hasonléan T, M
is vektorteret alkot, dudlis tere a Ty M koérintotér. Itt is igaz, hogy a vek-
torokra derivacidként is gondolhatunk, ezuttal a C°°(M) sima fuggvények
terén, amelyet az el6bbi definici6 specialis eseteként térképekkel definidlunk.
A korabban a vektormez6kkel és differencialformakkal kapcsolatban bevezetett
fogalmak, allitasok tovabbra is érvényben maradnak, mivel azokat goérbék
és derivaciok segitségével definidltuk (pl. folyam, Lie-derivélt, zart és egzakt
differencidlformék, Riemann-metrika, stb.). Ugyanigy a részsokasdg fogal-
ma is értelmes marad: egy M sokasag egy N C M részhalmaza részsokasag,
ha egy atlasz minden térképe részsokasagba viszi.

9.11. Definicié (reguldris érték). Legyenek M, N sima sokasdgok, f : M —
N sima leképezés. Egy n € N pont az f reguldris értéke, ha minden m &€
f~t(n) pont esetén Ty, f : TjuM — T,,N sziirjektiv linedris leképezés.

Specialisan ha f~!(n) = (), akkor is reguldris értéknek nevezziik az n
pontot.
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9.12. Allitas. Legyenek M, N sima sokasdgok, f : M — N sima leképezés,
n € N az f egy requldris értéke. Ekkor f~1(n) C M részsokasdg, dimenzidja
dim M — dim N.

Sima sokasdgon is beszélhetiink szimplektikus struktirarol:

9.13. Definicié. Egy (M,w) pdr szimplektikus sokasdg, ha M sima sokasdg
és w € T(A2T*M) zdrt és minden pontban nemelfajuld.

Szamunkra els6sorban olyan sima struktturaval ellathaté hanyadosterek
lesznek fontosak, amelyeket egy sima csoporthatds indukal. Ha G matrix
Lie-csoport és M sima sokasag, akkor egy ® : G x M — M sima leképezés
hatas, ha ®, = idys és gy, = @40 ¢, minden g,h € G esetén (ldsd a 7.5
Definicio).

9.14. Definicié. Legyen ® a G mdtrix Lie-csoport eqy hatdsa az M sokasd-
gon. Az x € M pont stabilizatora G, = {g € G|®4(x) =z}, orbitja a
G-z = {®y(x)|g € G} részhalmaz. Az orbittér M/G = {G - x|z € M}.
A hatds szabad, ha minden x € M esetén a g — ®y4(z) leképezés injektiv.

O proper hatds, ha a (g,x) — (x, Py(x)) leképezés proper (azaz kompakt
részhalmaz dse kompakt).

A proper hatés masképp megfogalmazva azt jelenti, hogy ha z,, és ®,, (x,,)
konvergens valamely x,, € M és g, € G sorozatokra, akkor a g, sorozatbdl
kivalaszthato konvergens részsorozat. Példaul ha G kompakt, akkor ez au-
tomatikusan teljesiil.

9.15. Allitas. Ha a ® : G x M — M sima hatds proper és x € M, akkor a
G - x orbit zart részsokasdg és G/Gy — G -x C M diffeomorfizmus.

9.16. Allitds. Ha a ® : G x M — M sima hatds proper és szabad, akkor
M/G sima sokasdg ésm: M — M/G szubmerzié (vagyis az érintéleképezése
minden pontban szirjektiv). M /G dimenzidja dim M — dim G.

9.17. Példa. Legyen M =R, G = Z, a hatds ®4(x) = v+ g. Ha az z, és
Ty + gn Sorozatok konvergensek, akkor g, maga is konvergens, tehdt a hatds
proper. © = x + g csak g = 0 esetén igaz, tehdt a hatds szabad. A hdnyados
tehdt sima sokasdg, amint azt a 9.9 Példaban is ldttuk. Azt is meg lehet
gondolni, hogy R/Z diffeomorf az S' kérvonallal.

9.18. Példa. Legyen M = S™ = {z € R""||z| = 1} részsokasdg, G = {1}
a kételemii csoport és tekintsiik annak ®4(x) = gx hatdsdt. Mivel G kompakt,
a hatds proper. Mivel |x| = 1 esetén —x # x, a hatds szabad. Az S™/Z
hdanyadostér az n dimenzids valos projektiv tér, ami tehdt az dllitds szerint
stma sokasdg.
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9.19. Példa. Legyen M = S?" 1 = {z € R*""2||z| = 1} részsokasdy,

G =850(2) = {expt [2 _01]

te R} (9.2)

a sik forgatdsainak csoportja és tekintsiik annak

Qy(x1, 22, ..., Tont1, Tant2)

= (ml cost—xgsint, xy sint+xg cost,. .., Topt1 COSt—Topto Sint, Topt1 Sint+ao,42 cost)
(9.3)

hatdsat. Mivel G kompakt, a hatds proper. xo;y1 # 0 vagy To;40 # 0 esetén
az ezen két koordindta dltal meghatdrozott sikra vetitve G hatdsa forgatds,
ami szabad, tehdt az eredeti hatds is szabad (mivel |x| = 1, létezik ilyen i)..
Az S*F1/S0(2) hdnyadostér az n dimenzids komplex projektiv tér, ami
tehdt az dllitds szerint sima sokasdg.

9.20. Megjegyzés. A sima sokasdg fogalmdnak birtokdban lehetséges a
mdtriz Lie-csoportok helyett is dltaldnos Lie-csoportokat definidlni: ezek
olyan sima sokasdgok, amelyek egyuttal csoportok és a szorzds €s inverz sima
leképezések.
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10. Marsden—Weinstein-redukcio

10.1. Koadjungalt hatas

10.1. Allitas. Legyen H,G mdtriz Lie-csoport, f : H — G sima homomor-
fizmus. Ekkor T.f Lie-algebra homomorfizmus és minden n € T,H esetén

f(expy n) = expg(Tef(n))

Ha g € G, akkor L4 o Rg_1 : G — G automorfizmus (L és R a csoport
bal- és jobbeltolasét jelenti, azaz (Lg o Ry ')(h) = ghg™'). Ennck az au-
tomorfizmusnak az egységelembeli derivaltja T.G automorfizmusa, amit G
adjungalt hatasat definidlja.

10.2. Definicié. A G mdtrix Lie-csoport adjungdlt hatdsa az Ad : G x
T.G — T.G,

Ady(€) = gég" (10.1)

leképezés.
10.3. Kévetkezmény. Ha & € T.G és g € G, akkor exp(Ad, &) = g(exp&)g~!

Az adjungilt hatas altal a csoport Lie-algebrdjanak dualisan indukalt
hatést koadjungalt hatdsnak neveziink.

10.4. Definicié. A G mdtrix Lie-csoport koadjungdlt hatdsa a ® : G X
TeG = TEG, (g, p) = Adyi(p) = po Ady-1 leképezés (9 € G, p € TG).

10.5. Definicié. Legyen ® : G x U — U ésV : G xV — V egy csoport két
hatdsa. Eqy f : U — V leképezés ekvivaridns, ha minden x € U és g € G
esetén f(Py(x)) = Yo(f(z)) teljesil.

10.2. Fazistér redukcidja

10.6. Definicié (ekvivaridns momentum-leképezés). Legyen G Lie-csoport,
(M,w) szimplektikus sokasdg, ® : G x M — M szimplektikus hatds. Egy
J : M — TG momentum-leképezés Ad*-ekvivaridns, ha minden g € G
esetén J o &, = Ad;,l oJ.

A kovetkez6 tétel sok a gyakorlatban fontos esetben szolgaltat ekvivar-
ians momentum-leképezést.

10.7. Tétel. Legyen w = —df € T'(A2T*M) egzakt szimplektikus forma,
D G x M — M szimplektikus hatds, és tegyiik fel, hogy 0 G-invaridns.
Ekkor J: M — T;G, J(x) - £ = (ig,,0)(x) egy Ad*-ekvivaridns momentum-
leképezés.

Bizonyitds. | , 4.2.10] O
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10.8. Példa. Legyen M = T*R ~ R?, a kanonikus koordindtafiiggvények
q,p, a kanonikus 1-forma 0 = pdq, w = —df. Tekintsik G = R kovetkezd
hatdsdt: ®,(q,p) = (¢ + x,p). Ekkor

P30 = ®rpd(Pq) = pd(g+2) = pdg =9, (10.2)

Z

tehdt 0 G-invarians. A £ € T.G ~ R elemhez tartozo infinitezimdlis generd-
tor &y = fa%, tehdt a momentum-leképezés

J(€) =i¢,,0 = &p, (10.3)

ami valdban Ad*-ekvivaridns, hiszen G kommutativ és igy a koadjungdlt
hatds trividlis és p G-invaridns.

10.9. Példa. Legyen M = T*R"™ ~ R" x R", a kanonikus koordindtafiig-
guények qi,...,Qn,D1;s---,Pn, a kanonikus 1-forma 6 = > p;dg;, w =
—df. Tekintsiik G = GL(n) kévetkezé hatdsdt: ®4(q,p) = (Aq, (A~HTp),
ahol a roviditett q = (q1,---,qn), P = (P1,---,0n) (vektor) jelolést alkalmaz-
tuk. Legyenek A € GL(n) mdtrivelemei a;;, A~ mdtrizelemei b;j, ekkor

n
%60 =" ®%p; d(Phai)
=1

n
= Y bjipjdakar)
i,5,k=1

n
= Y bjiaxp;dge (10.4)
ijk=1

n
= Z dkp; dgy
k=1

= pjdg =0,
j=1

tehat 0 G-invarians. A £ € T.G = gl(n) mdtrizhoz tartozé infinitezimdlis
generdtor

" 0 0
Em = Uzl (fiijaqi - §jz‘pjam> , (10.5)

tehdt az Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés

A

J(€) = iEM‘g
n n 10.6
= Y &Giapbin = Y & (106)
i k=1 ij=1
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10.10. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, G Lie-csoport, J :
M — TG Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés a G egy hatdsihoz. Tegyiik
fel, hogy p € T*G a J leképezésnek requldris értéke és G, hatdsa a J =1 (u)
sokasdgon szabad és proper. Ekkor az M, = J~1(u)/G,, hdnyadoson létezik
egy egyértelmi wy, szimplektikus forma, amelyre mw, = i,w teljesiil, ahol
m, J Y w) = My, a kanonikus projekcid és i, : J~H () — M a részsokasdg
bedgyazdsa.

Bizonyitds. | , 4.3.1] O

10.11. Példa (Fubini-Study szimplektikus forma). Legyen M = C"*! ~
R2"+2 és tekintsiik a komponensek valds illetve képzetes részeit mint ko-
ordindtafiggvényeket: xo,yo,T1,Y1,---,Tn,Yn (tehdt a komponenesek xqo +
Yo, stb.). Legyen

w= Z dz; A dy; (10.7)
=0

a standard szimplektikus forma és tekintsik a

1
H=3 > at+yp (10.8)

=0

Hamilton-fiiggvény dltal meghatdrozott Hamilton-vektormezd folyamdt:

Dy (20, Y0, -+ - Tny Yn) = (xo cos t+yp sint, —xg sin t+yg cost, . ..,y cost+y, sint, —z, sin t+y, cost).
(10.9)

Mivel ®9r = ®g, ez G = R/(27Z) ~ SO(2) egy Hamilton-hatdsanak is
tekinthetd, ami proper (mivel SO(2) kompakt) és szabad. p = % requldris
érték, H1(3) = S és G, = G (mivel SO(2) kommutativ), tehdt az
S§?nt1/S0(2) = CP™ komplex projektiv tér a tétel szerint szimplektikus
sokasdg, az indukdlt w, =: wps szimplektikus forma neve Fubini-Study-
forma.

Legyen [z] € CP™ és v1,vy € 11, )CP"™. Ekkor léteznek uy,uz € T,Cntl
vektorok, amelyekre T, (ui) = v1 és Tm,(u2) = vo. Ezekkel kifejezve

<U1, U2><U1, Z> - <Z> UQ><Z, Z>
e

wrs(v1,v2) = 2Im (10.10)

10.3. Redukalt Hamilton-fiiggvény

10.12. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, G Lie-csoport, J :
M — TG Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés a G egy hatdsihoz. Tegyiik
fel, hogy p € T; G a J leképezésnek reguldris értéke és G, hatdsa a J ()
sokasdgon szabad és proper. Legyen tovabba H € C*°(M) G-invaridins
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Hamilton-fligguény és legyen F az Xy vektormezd folyama. Ekkor F; én-
magdba képezi a J~(u) részsokasdgot és ott kommutdl G, hatdsdval, tehdt
indukdl eqy Ry folyamot az M, sokasdgon, amire w, o Fy = Ry o m, teljestil.
Ez egy Hamilton-vektormezd folyama, aminek egy H, Hamilton-fiigguényét
H, om, = H o1, egyértelmiien meghatdrozza.

Bizonyitds. Jeldlje Fy az Xp folyamét a J~'(u) részsokasagon, ekkor 7, o
F; = Ry o, alapjan

* % ok %
T Riw, = Fimw,
* ok
1,W
t
L (10.11)
= zuw
. *
= T,Wy,

tehat Rfw, = w, (mivel m, szubmerzio).
Mivel 7, sziirjektiv, a 7, H,, = i, H feltétel egyértelmiien meghatdrozza
a H, fiiggvényt. Ha v € T J Y(u) és Y jelli Ry generatorat, akkor

dH,,(T,(v)) = it dH(v)

=7 w(Xg,v
“ (Xa,0) (10.12)
= mwu(Xu,v)
= w, (Y, Tryv),
mivel T, 0 Xy =Y om,. L]

10.13. Példa (Kéttest-probléma n dimenzidban). Legyen d € N, Q =
R" x R*, M = T*Q ~ R? x R?" kanonikus koordindtdi Q1,15 q1n,
42,1, -,G2ms Pi1s---sDlns P21s-- -+ D20, @ szimplektikus forma

n

W = Z(dQLi A dp1; +dga; Adpa). (10.13)
i=1

Az egyszeriiség kedvéért bevezetjik a qi1 = (qi,1,---,q1,n), sth. rovid jelolést
is. Tekintsik G = R™ kévetkezd hatdsdat: ®x(d1,92,pP1,p2) = (q1 +X,q2 +
X, p1,P2). Ekkor T.G ~R"™, a £ vektorhoz tartozo infinitezimdlis generdtor

Z§Z< 9 ) , (10.14)

8(]1 % 8q2,z

és J(€) = X1 & (pri+p2i) Ad*-ekvivaridns momentum-leképezés (vektoros
jeloléssel ezt gy is irhatjuk, hogy J = p1 + p2). Ennek minden p € R”
requldris értéke. Tekintsik az i;,q1,1;,q2 €s iyp1 koordindtdkat a J ()
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részsokasdgon. Ekkor iyp2 = p — iy,p1, tehdt

= %
&
I

s
I
—

(i) A d(igpra) + A(i5g2.) A d(igpe,) )

Il

s
Il
—_

(d(inar) A d(iprs) +d(ing) Ad(p—irpr))  (10.15)

|

@
Il
—

d(i, (g1, — g24)) AN d(iy,p1)

Mivel G kommutativ, a koadjungdlt hatds trivialis, igy G, = G. G hatdsa
szabad az egész M sokasdgon, igy a J~'(u) részsokasdgon is. Mivel a hatds
a q1 €s qu egytittes eltoldsa, a q1 — Q2 kulonbség dllandd eqy orbiton. Az

M, = J Y u)/G ~ R™ x R" hdnyadostéren tekintsiik azokat a q és p ko-
ordindtdkat, amire m,q = i,(q1 — qz) és TP = 1 —ci, ahol ¢c € R
tetszdleges pammeter Ekkor

ok
i, P

wy =Y _dg; Adp;, (10.16)
=1

mivel

7T "Ju: (m,q:) A d(7,pi)

™M= M:

.
Il
—

d(iy, (g1 — g24)) A d(igp1i — cui) (10.17)

I

-
I
N

d(iy, (g1 — g24)) A d(ipp1i) = ijw.

Legyen a Hamilton-figguény H = Il + Ip2 ) + V(q1 — q2) alaki, ahol

2m1 2mo

V e C°(R"). Ez G-invaridns, tehdt meghatdroz eqy H,, € C* ( ) redukdlt
Hamilton-fiigguényt az aldbbi modon.

W;Hu = z'*H
‘p1’2 ’P2’2
= 22 v(q —
<2m1 + 2 + V(a1 — q2)
2m _1( ,upl Z) + 2o ;(%p%l) + (Z/,l,(ql q2))
1 & 1 & )
Sy Z (i) ST ;(H inp1i)° + V(ig(dr — q2))
1 & 1 &
=5 Z (cpi + 7,pi) 2y v Z((l — )i — W;pi)Q +V(ma),
-1 m2 i3
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(10.18)

Z (cpi + pi)? ;i((l — i —pi)* +V(a)
=1

<r1n 2m2> Pl + (n; - 17;20) (w-p)+ (216;1 * (12;;)2> Vi)

(10.19)

Vezesstik be az m = Juma
mi1-+mg

értékét ¢ = Ekkor

redukdlt tomeget és vdlasszuk a ¢ paraméter

mi +m2

’2
2m

H — _|u*+V(q). 10.20
p Sty 7 V(@) (10.20)
Ez egy konstans tagtdl eltekintve éppen a V' potencidlban mozgé m témegii

test Hamilton-fliggvénye.

10.14. Példa (Mozgas a sfkon centralis erétérben). Legyen @ = R? \ {0},
M =T*Q ~ QxR?, a kanonikus koordindtdk qi, G2, p1, D2 €s w = dgi Adpy +
dga A dp2 a kanonikus szimplektikus forma. Tekintsik G = SO(2) szokdsos
hatdsdt (8.4 Példa). Ekkor T.G ~R, at € R szamot a

0 —t
[t o] (10.21)

mdtrizszal azonositjuk. Ekkor J = q1p2 — @ap1 Ad*-ekvivaridns momentum-
leképezés és ennek minden u € R requldris értéke.

A JY () hdromdimenziés részsokasdg qu # O feltétel dltal meghatdro-
zott nyilt és stri részhalmazdn tekintsik a g1 = i,q1,92 = ,G2,p1 = i,P1
koordindtakat. Itt

Kt @2p1 (10.22)

o —
b2 =1,p2 =
H q1

teljestil, tehdt

inw = d(i,q) A d(i,p1) + d(i,g2) A d(i,p2)

+
=dg; Adp; +dga A d (ltqqul)
1
4 10.23
ZdQ1/\dp1+dQ2/\(—quzpld —i—q dQ2+dp1) ( )
1
_l’_
=dq1/\dp1+%dqudp1+wdq1/\dQ2
1
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Mivel G kommutativ, a koadjungdlt hatds trividlis, igy G, = G. G
hatdsa szabad az egész M sokasdgon, igy a J~1(u) részsokasdgon is. Mivel
a hatds a q és p sikvektorok forgatdsa, egy orbit mentén |q| és (q - p)/|q|
allandok. Vilasszuk az ezek dltal meghatdrozott v, p, koordindtikat az M, =
JYw) /G, hdnyadoson, azaz legyen

o % _ qQ1p1 T @2p2 ¢+ Gp1+ pge M ey
T =gl = = =lq |
lq| a1lq| Tl
(10.24)

Mivel J7Y(p)/G,, ~ Rso x R kétdimenzids, létezik rajta egy egyértelmd f
fiiggvény, amivel w, = fdr Adp,. Ezzel

k%
zuw = ’/TMCL)M

=m, fd(m,r) A d(ﬂ';pr)
i d(la) A (r 2 L2)

|C]\ q1

=m,f ( a1+ — dCI2)
lq| lq|
2 2
A( a2(q2p1 + )]l +qlq2ud . laPap: +q1ud . lal dp1>

atlgl? gl

q2p1 +
2

=m,f (dq1 Adpy + q—?dq2 Adpy + a dg1 A dQQ)

ay
=, fiw,
(10.25)
amibdl f = 1 kévetkezik, tehdt w, = dr A dp,.

Legyen a Hamilton-fiigguény H = ‘p| + V(lq|) alaki, ahol V : Rsg — R
sima fiigguény. Ez G-invaridns, tehdt meghataroz egy H,, : M,, — R redukalt
Hamilton-figgvényt:

2
pp w1 (r).

H="4+—-=4+V 10.26
B om * 2m r2 + ( )
Ez szintén kinetikus és potencidlis energia 6sszege, ha bevezetjik a
2
_m 1

redukdlt potencidlt.

10.15. Tétel. Legyen (M,w) szimplektikus sokasdg, G, G Lie-csoportok, J :
M — TrG és J : M — TrG Ad*-ckvivaridns momentum-leképezések a G és
G egy-eqy hatdsdhoz. Tegyiik fel, hogy u € TG a J leképezésnek requldris
értéke és G, hatdsa a J (1) sokasdgon szabad és proper. Ha G és G hatdsa
kommutdl és J G-invaridns, akkor
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(i) J G-invaridns

(ii) a G-hatds indukdl egy egyértelmi szimplektikus hatdst a M,, redukdlt
fdzistéren és a hozzd tartozd J, : M, — TG momentum-leképezésre
Jyom, =Joi, teljesiil.

10.16. Példa. Legyen G Lie-csoport, p : G — U(n, C) sima homomorfizmus
(unitér reprezentdcio). Tekintsik a C" téren azw =Y ;- dz; Ady; standard
szimplektikus formdt, ahol z; = x; + iy; a komponensek algebrai alakja. A
H = %Z?:l(l'z? + y2) Hamilton-fiigguényhez tartozé Hamilton-vektormezd
folyama SO(2) egy proper szabad hatdsdt hatdrozza meg a H *1(%) requldris
szintfeliileten (10.11 Példa). A G csoport ®4(z) = p(g)z hatdsa kommutdl
ezzel az SO(2)-hatdssal (komplex linearitds) és H a normanégyzettel ardnyos,
tehat H G-invarians. Eszerint G momentum-leképezése H -invaridns és in-
dukdlédik a H=1(3)/SO(2) ~ CP""! sokasdgon egy Hamilton-féle G-hatds.
A redukdlt momentum-leképezés a [z] € CP™! pontban

£ s 1<Z,Tep(f)Z> (10.28)

Izl
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