1. Trigonometrikus azonossagok

1.1. Szimmetria

Az (1,0) egységvektort az origd koriil ¢ szoggel elforgatva a (cos ¢, sin ¢) vektorhoz jutunk. Ez a
geometriai jelentés valamint a forgatasok és koordinatatengelyekre illetve origbra vonatkozo tiikrézések
kapcsolata szemléletessé teszi az alabbi tulajdonsagokat:
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sin ((p + 2) = CcoS .
Példaul a —p és ¢ szogi elforgatottakat az = tengelyre vonatkozé tiikkrozés viszi egymasba.

1.2. Pitagorasz-tétel

Ha 0 < ¢ < 7 egy derékszogli hdromszog egyik szoge, az atfogd 1, akkor a két befogd cos¢ és
sin @, tehat a Pitagorasz-tétel szerint

cos? v+ sin? p=1
teljesiil. A szimmetriatulajdonsidgok alapjan lathatd, hogy ez az Gsszefiiggés tetszéleges ¢-re igaz.

1.3. Addicios képletek

Ha az (1,0) vektort o + [ szoggel elforgatjuk, akkor ugyanahhoz a vektorhoz jutunk, mintha
a (cosa,sina) vektort forgattuk volna 3 szoggel. Az eredményt kétféleképp kiszdmitva kapjuk az
addiciés képleteket.

cos(a £ ) = cosacos 5 F sin asin

2
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sin(a £+ ) = sinacos 8 £ cos asin 3
cos(2a) = cos® a — sin? a
) =

sin(2a) = 2sin o cos a.
Az utébbi kett6 az a = [ specidlis eset.

1.4. Linearizalé formulak

A Kkétszeres szogekre vonatkozé kifejezések és a Pitagorasz-tétel alkalmazasaval lathatjuk be az
alabbiakat:

9 T+cos2y
Cos"p=——"F—
1—cos2

sin? p = 7;08 L



1.5. Trigonometrikus fiiggvények szorzata

Az addicids képletek atlagolasabol lehet legegyszeriibben megkapni az aldbbi formuldkat:

cos(a — ) + cos(a + )

cosacos 3 = 5

cosausinff = — sin(a — 5)2+ sin(a + )
sinacos g — @ =5) 42- sin(ar + )
sin asin B = cos(a = ) ; cos(a +5)

2. Trigonometrikus polinomok integralasa

Az f(cosz,sinz) alaka fiiggvényeket, ahol f kétvaltozds polinom, trigonometrikus polinomoknak
nevezziik. Az integral linearitasa miatt ezek integralasa visszavezethet6 cos™ x sin™ x alaku figgvények
integralasara, ahol m,n € N. Erre kiilonféle technikak 1éteznek, m és n paritdsatél fiiggéen nem mindig
ugyanaz vezet leggyorsabban eredményre.

2.1. m vagy n paratlan

Ha m paratlan, akkor
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alapjan az integrandus cos zsin”t2* x alaki fiiggvények linedris kombindcidja. Ennek primitiv fiigg-
vénye
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Ha n paratlan, akkor hasonléan adédik
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Amennyiben mindkét kitevo paratlan, barmelyik azonossag hasznalhatd, érdemes a kisebb kitevéji
tényezot atalakitani, ekkor kevesebb taghdl all6 6sszeget kapunk.



2.2. m és n is paros

Ha mindkét kitevd paros, akkor a linearizalé formulakkal érhetiink célt:

. m/2 n/2
cos zsin™x = (COS2 x) (sm2 x)
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A péaratlan kitev6ji tagokat mar tudjuk integralni, a megmaradé paros kitevéket pedig ijabb lineariza-
lassal alakitjuk at. A kapott kifejezésben minden kitevé legfeljebb (m+mn)/2, tehét csak |logy(m+n)]

linearizalé 1épésre lesz sziikség.

3. Hatarozott integral egy periéduson

Gyakran el6fordul, hogy egy trigonometrikus polinom hatarozott integraljat kell meghatarozni
a [0,27] intervallumon (vagy tetszOleges eltoltjan). Itt is igaz, hogy elég cos™ xsin” x integraljat
kiszdmolni. Jelolje ezt I, .

Ha m vagy n paratlan, akkor lattuk, hogy az integral visszavezethetd cos x sin
integralasara, ezek viszont egy peridduson eltiinnek:

n+2k 1 vagy cos™ ¥ sin x
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Ha m és n is péros, a linearizalé formula ismételt alkalmazasaval is célt érhetiink, de ez kissé
nehézkes. Szerencsére tobbféle alternativa is kinalkozik. Parcidlis integraldssal kaphatunk rekurziv

Osszefiiggést: ha n > 0, akkor
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Ugyanezen rekurziét felhasznélva Ij, o is meghatarozhato:
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amibdl atrendezéssel és teljes indukciéval
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Felhasznalva, hogy I o = 2m, a keresett integralok értéke:

2 0 ha m vagy n paratlan
/ cos™ xsin” xdx = Int
0 o—(mtn)__minl_or 1o m és n is paros.
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Alkalmazhatjuk a trigonometrikus fiiggvények szorzatdra vonatkozd azonossagokat is. Példaul

cos z integralja a kévetkezéképp is szdmolhaté: cos(az) cosz = § cos(a — 1)z + 3 cos(a + 1)z alapjin

a coszx fiiggvénnyel vald szorzas soran minden tagbdl két Gjat kapunk, amelyben x egyiitthatdja az
eredetinél eggyel kisebb illetve nagyobb. A cos(0x) = 1 fiiggvénybdl kiindulva teljes indukciéval
belathatd, hogy

1 o (k
k . ,
cos"z = op ;:0 (z) cos(i — (k — 1))z,

ahol az ¢. tag azon tagok Osszevonasabdl keletkezik, ahol i-szer novekedett, k — i-szer csokkent x
egyitthatdja. A jobb oldalon egy tagnak csak akkor nem 0 az integralja, ha x egyiitthatdja 0, tehat

o 0 ha k paratlan
/ cos"xdr =4 )
0 2T<k/2) 2w ha k péros.

Néhany kis n, m értéknél az integral:
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