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2. el6édas:

Egyenesek, korok, parabolak
fuggvényabrazolas és
fuggvénytranszformaciok (ismétlés)
polinomok
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Derékszogii koordinata-rendszer: R x R

Két egymasra meréleges valds szamegyenes segitségével, melyek a 0-ban
talalkoznak (origd) a sik pontjait rendezett val6s szamparoknak feleltejiik

meg.
y-tengely
bf------ TP‘(a7 b)
1
oris T a x-tengely

René Descartes(1596-1650)
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Egyenesek egyenlete

Irjuk fel a P(zp,y,) és a Q(z4,y,) ponton atmend egyenes egyenletét!
Azaz azt az egyenlet, melynek megoldashalmazat abrazolva a koordinata-
rendszerben pontosan a P(Q) egyenesén fekvs pontok halmazat kapjuk.

Az egyenes meredeksége: y, — y, egységet emelkediink, mig =, — x,
egységet megyiink jobbra, e ketté hanyadosa a meredekség:

m=22"22  hg gz Ty
Ty — ajp7 p # q
Az egyenes egyenlete altalanosan
y = yp =mlx —xp),

melyet a P(zp,yp) és a Q(xq,yq) pontok koordinataparjai is kielégitenek.
(P és Q illeszkednek az egyenesre.)

Ha z, = 4, akkor P és (), valamint minden egyenesre esé pont elsé koor-
dinataja azonos, igy « = z,(= x4) egyenlet irja le a megfelel fiiggbleges
egyenes pontjait.
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Egyenesek egyenlete

Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton atmend egyenes egyenletét.
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Egyenesek egyenlete

Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton atmend egyenes egyenletét.

Tp =0,y =1,24 =2,y = 3.

3—1 2
A meredekség: m = Yo" _ =——.
Tq— Tp T 2-5 3

Az egyenes egyenlete:

Y —yp =m(r —xp), azaz itt
2
y—1:—§($_5)
——gav-l-E
R

Matematika Al elSadas 5



Egyenesek egyenlete

Példa. Irjuk fel a P(5,1) és a Q(2,3) ponton atmend egyenes egyenletét.

Tp =0,y =1,24 =2,y = 3.

3—1 2
A meredekség: m = Yo" _ =——.
Tq— Tp T 2-5 3

Az egyenes egyenlete:

Y —yp =m(r —xp), azaz itt
2
—1l=—=(z—-5
y 5@ =9
2 n 13
=——z+ —.
Y3
Hogyan jellemezhet8ek az egyenes alatti és feletti pontok?
. 2 13
Egyenes alatti pontok A(Za,ya): Yo < —3% + 3 =Y
az (zq4,y) pont az egyenes egy pontja.

2 13
Egyenes feletti pontok F(zf,ys): yr > 37 + 3
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsiga az origétél 1/x2 + y2. Igy az origd kdzéppont, r
sugar( kor egyenlete:

Ha (a,b) a kér kézéppontja: (z —a)? + (y — b)? = r*.
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsiga az origétél 1/x2 + y2. Igy az origd kdzéppont, r
sugar( kor egyenlete:
2, 2 2
" +y =1r".
Ha (a,b) a kér kézéppontja: (z —a)? + (y — b)? = r*.

Példa. Az (2, —1) kdzéppontd, 3 sugari kor egyenlete:
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Kor egyenlete
Egy P(z,y) pont tavolsiga az origétél 1/x2 + y2. Igy az origd kdzéppont, r
sugar( kor egyenlete:
2, 2 2
" +y =1r".
Ha (a,b) a kor kézéppontja: (z — a)® + (y — b)? = 2.
Példa. Az (2, —1) kdzéppontd, 3 sugari kor egyenlete:
(=27 +(y+1)° =3
w2—4x+4+y2+2y+1:9
x274x+y2+2y74:0
Ekkor az z? — 4z + y® + 2y — 4 < 0 egyenl6tlenség megoldasi a korlap belsg

pontjainak halmaza, 22 — 4z + y? 4+ 2y — 4 = 0 a kérvonal pontjainak halmaza,
z? —4x 4+ 9> + 2y — 4 > 0 a kordn kiviil es6 pontok halmaza.
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Kor egyenlete
Egy P(z,y) pont tavolsiga az origétél 1/x2 + y2. Igy az origd kdzéppont, r
sugar( kor egyenlete:
2, 2 2
" +y =1r".
Ha (a,b) a kor kézéppontja: (z — a)® + (y — b)? = 2.
Példa. Az (2, —1) kdzéppontd, 3 sugari kor egyenlete:
(=27 +(y+1)° =3
w2—4x+4+y2+2y+1:9
x274x+y2+2y74:0
Ekkor az z? — 4z + y® + 2y — 4 < 0 egyenl6tlenség megoldasi a korlap belsg

pontjainak halmaza, 22 — 4z + y? 4+ 2y — 4 = 0 a kérvonal pontjainak halmaza,
z? —4x 4+ 9> + 2y — 4 > 0 a kordn kiviil es6 pontok halmaza.

Példa. Milyen alakzat az z? — 62 4+ 3> — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?
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Kor egyenlete

Egy P(z,y) pont tavolsiga az origétél 1/x2 + y2. Igy az origd kdzéppont, r
sugar( kor egyenlete:

2, .2 2
" +y =1r".

Ha (a,b) a kor kézéppontja: (z — a)® + (y — b)? = 2.
Példa. Az (2, —1) kdzéppontd, 3 sugari kor egyenlete:
(x—27+(@y+1)*=3
w2—4x+4+y2+2y+1:9
x274x+y2+2y74:0

Ekkor az z? — 4z + y® + 2y — 4 < 0 egyenl6tlenség megoldasi a korlap belsg

pontjainak halmaza, 22 — 4z + y? 4+ 2y — 4 = 0 a kérvonal pontjainak halmaza,
z? —4x 4+ 9> + 2y — 4 > 0 a kordn kiviil es6 pontok halmaza.

Példa. Milyen alakzat az z? — 62 4+ 3> — 4y — 3 = 0 egyenletet kielégité pontok

halmaza? R yg C4y—3=0

(—3° -9+ (y—2°-4-3=0
(z—3)°+(y—2)7°=16

Ez egy (3,2) kdzéppontd, 4 sugari kor.
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Parabolak

A sikon az y = ax? + bx + c egyenletet kielégité pontok mértani helyét
parabolanak nevezziik.
: . . -b .
A fenti egyenlettel adott parabola szimmetriatengelye az x = % fliggs-
a
leges egyenes.

A csacspontja pedig a szimmetriatengely és a gdrbe metszéspontja (erre
a pontra teljesiil a parabola egyenlete és a tengelyegyenes egyenlete is.)
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Parabolak

A sikon az y = ax? + bx + c egyenletet kielégité pontok mértani helyét
parabolanak nevezziik.

A fenti egyenlettel adott parabola szimmetriatengelye az x = ;—j fliggs-
leges egyenes.

A csacspontja pedig a szimmetriatengely és a gdrbe metszéspontja (erre
a pontra teljesiil a parabola egyenlete és a tengelyegyenes egyenlete is.)

Példa. Milyen alakzat az iy + 2% — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégits pontok
halmaza?
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Parabolak

A sikon az y = ax? + bx + c egyenletet kielégité pontok mértani helyét
parabolanak nevezziik.

. . -b .
A fenti egyenlettel adott parabola szimmetriatengelye az x = % fliggs-
a
leges egyenes.
A csacspontja pedig a szimmetriatengely és a gorbe metszéspontja (erre
a pontra teljesiil a parabola egyenlete és a tengelyegyenes egyenlete is.)

Példa. Milyen alakzat az y 4+ 22 — 4z + 3 = 0 egyenletet kielégité pontok
halmaza?

y=—-1-2>+4-2-3
Mivel a = —1, b =4 és ¢ = -3,
x=—4/(2-(—1)) = 2 fliggbleges szimmetriatengelyd,
y=(-1)-224+4-2—-3 =1, tehat (2,1) cscsponti parabola.
Az z-tengelyt az y = 0 koordinataja pontokban metszi: —2%+42—3 =0
megoldasai x1 9 = 1, 3, ezért az (1,0) és (3,0) pontokon megy at a gorbe.
Ekkor az y < —22 + 42 — 3 egyenl6tlenség megoldashalmaza a parabola
alatti, még y > —22 + 42 — 3 a parabola feletti pontok halmaza.
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Figgvények a koordinatarendszerben

Egy egyvaltozos valos fiiggvény f : Dy — Ry a Dy és Ry valos
szamhalmazok kozott létesit megfeleltetést tgy, hogy minden z € Dy
elemhez egyértelmiien rendel y = f(x) € Ry elemet.

Ha f: x — f(x) valés fiiggvény, akkor a G = {(z, f(z)) |z € Dy} valés
szamparok halmaza a fiiggvény grafikonja a koordinata-rendszerben.

Ha az (z,y) pont illeszkedik egy f valds fiiggvény grafikonjara, akkor az
adott pont koordinatai kielégitik az y = f(x) egyenletet.
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Fliggvényabrazolas
Példa. Abrazoljuk az f(z) = 2(z + 3)® — 1 fiiggvény grafikonjat.
A fiiggvény grafikonjat a =* fliggvény grafikonjanak 3 egységgel
valé balra tolasaval kapjuk.
Altalanosan: ha az z-hez hozzaadunk (levonunk) a > 0-t, akkor a grafikont
a-val balra (jobbra) toljuk.
A fliggvény grafikonjat a fiiggvény grafikonjanak fliggs-
leges "nydjtasaval" kapjuk.
Végiil az f(x) = 2(x+3)* —1 fiiggvény grafikonjat a fliggvény grafikonjanak
1-gyel valé lefelé tolasaval kapjuk.
Altalanosan: ha az f(x)-hez hozzaadunk (levonunk) b > 0-t, akkor a grafikont
b-vel felfelé (lefelé) toljuk.
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Polinomok

Azokat az egyvaltozés kifejezéseket, melyeket a kovetkezs alakban irhatunk
fel, valés egyiitthatés polinomoknak nevezziik:

p(z) = apr™ +ap_ 12" ' 4+ +ax+ag, a,#0,ar €R

p(z) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiutthaté, a; egyiitthaték, ao konstans tag
Specialis esetek:
p(z) = c konstans polinom (deg = 0 feltéve, hogy ¢ # 0)

p(z) = ax + b linearis polinom - egyenes (deg = 1, feltéve a # 0.)
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Polinomok

Polinom nullhelye vagy gybke: az az g szam, melyre p(z() = 0.

Bézout-tétel: Ha z( gydke a p(z) n-ed fokd polinomnak, akkor létezik
egy q(x) polinom, melyre p(x) = (x — x¢) - ¢(z). Azaz az x — x¢ els6foki
polinom legalabb egyszer kiemelhet6 p(x)-bél.

Egy polinom xy gydkének multiplicitasan azt a legnagyobb k € Z™T kitevét
értjiik, melyre (z — x¢)* kiemelhets a polinombdl.

Egy p(z) polinom irreducibilis a valés szamok felett, ha minden p(z) =
q(x) - r(z) valés polinomokbél all6 szorzatra bontasa esetén valamelyik
tényezd konstans polinom.

Algebra alaptételének kdvetkezménye: Minden val6s egyiitthatés poli-
nom el&all els6foki és negativ diszkriminansi masodfoka polinomok szor-
zataként.
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

2 + 322 — b + 3 :(v—2)=2?
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

2 + 322 — b + 3 :(v—2)=2?
3 — 222
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — br + 3 :(z—2)=2%+52
3 — 222
502 —  bx + 3
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — br + 3 :(z—2)=2%+52
3 — 222

502 —  bx + 3

522 — 10z
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
3 — 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
x> - 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
x> - 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
13
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Polinomosztas

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
x> - 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
13

Tehat a maradék 13, és 23 + 322 — 52 + 3 = (22 + 5z + 5)(z — 2) + 13.
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Gyokdk multiplicitasa

Egy polinom x gyokének multiplicitasan azt a legnagyobb k € ZT kitevét
értjiik, melyre (z — 2¢)* kiemelhet6 a polinombdl.

Példa: A p(z) = 23 + 222 + = polinomnak a (—1) hanyszoros gydke?
P2t rr=(c+ D)2 +2)=(+1)(z+ Dz = (z+1)%,

azaz kétszeres gyok (k = 2). Tovabbi gyoke a polinomnak a 0.

Gyoktényezés alak:
Ha a p(z) n-edfokd polinom f6egyiitthatdja a,, és gydkei 1, xa,...,xk,
melyek multiplicitasa mq,ma, ..., my, és ezek Gsszege n, akkor

p(x) = an(x —x1)™ (. —22)™2 .. (x — xx)™*
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Polinomok egész gyokei

Ha az a,a™ + an_12" ' + ... + a1z + ao egész egyiitthatés polinom
(an,...,a1,a0 € Z), és p egész gyodke a polinomnak, akkor teljesiil, hogy
p osztdja ag-nak.

Bizonyitas. Ha x = p € Z gydk, akkor

AP F Q1 p" P+ Faptag =0 — igy ag oszthaté p-vel.

oszthaté p-vel
Példa: Keressiik meg az 23 + 622 4+ 10x + 3 polinom egész gyokeit!

Lehetséges gyokok a 3 osztéi: —3,—1,1,3.
Ezeket behelyettesitgetve 21 = —3 gydk (tébbi nem).
Ekkor az (z + 3)-at kiemeljiik:

234622 +102 4+ 3= (z+3)(z> + 32+ 1).
Végiil az 22 + 32 + 1 = 0 masodfok( egyenletet megoldjuk:

-3+y9—-4 -3+5
2 2

To,3 =

Tehat a gydksk: —3, =3£v5 =3-v5,

Matematika Al eladas 14



