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3. elédas:
Filiggvények alaptulajdonsagai
nevezetes fliggvények
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Fliggvények

Egy egyvaltozoés valos fiiggvény f : Dy — Ry a Dy és Ry valos
szamhalmazok kozott létesit megfeleltetést tgy, hogy minden « € Dy
elemhez egyértelmiien rendel y = f(x) € Ry elemet.

Jelolés: Dy - értelmezési tartomany, Ry - értékkészlet

fixz e fz).

A fliggvények hozzarendelési tipusai lehetnek:
injektiv sziirjektiv bijektiv(egy-egy értelm)

T £ T2 = f(71) # f(22) Y3z =y = f(r1) 71 # 32 = f(31) # f302)
/\Vylﬂxl => Y1 = f(IL‘1)

Dy Ry Dy Ry Dy Ry
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Fliggvénygrafikon

Ha f : « — f(z) valés fiiggvény, akkor a G = {(z, f(x))|z € Dy}
valés szamparok halmaza a fiiggvény grafikonjanak pontjai a koordinata-
rendszerben.

Ha az (z,y) pont illeszkedik egy f valés fliggvény grafikonjara, akkor az
adott pont koordinatai kielégitik az y = f(x) egyenletet.

Mivel a fiiggvényhozzarendelésben minden x értékhez egyértelmden rende-
link y = f(x) értéket, ezért minden fiiggéleges egyenes (z = ¢) legfeljebb
egyszer metszheti at a fiiggvény grafikonjat (vertikalis teszt).
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Abszolutérték fliggvény

z, haz>0 v
f.x|—>|a:|—{x, haz <0 r€R, Dy:(—00,00)
sziirjektiv, de nem injektiv, példaul [1| =|—1| =1, és Ry = [0, c0).
Ugyanakkor a
g:x |zl r€RT, Dy (0,00)
mar injektiv is, tehat g mar bijektiv.
Y
777777777 — - - = - = = 777777777y:1
: ; X
-1 1
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Abszolutérték fliggvény

Egy korabbi példa. Oldjuk meg a |2z + 3| > 5 egyenl6tlenséget a valds
szamok halmazan.
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Abszolutérték fliggvény

Egy korabbi példa. Oldjuk meg a |2z + 3| > 5 egyenl6tlenséget a valds
szamok halmazan.

Fluggvénytranszformaciokkal abrazoljuk az f(x) = |22+ 3| = |2(z + 3/2)]
fliggvényt. Az |z| balra tolasaval kapjuk az |= + 3/2| grafikonjat, ennek
x-tengely irany( 6sszenyomasaval kapjuk |2z + 3| grafikonjat. A grafikon
y > 5 vizszintes egyenes feletti teriiletre es6 része (megoldva a 2243 = 45
egyenleteket) a (—oo, —4] U [1, 00) intervallum felett helyezkedik el.

y

v
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Fiiggvények értelmezési tartomanya

Valés fliggvények természetes értelmezési tartomanyan azt a legb6vebb
valds szamhalmazt értjiik, melynek elemeire kiszamithaté a fiiggvényérték.

Néhany egyszeriibb fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:

f(x) Dy Ry
a-x+b (—00,0) (—00,0)
x? (—00, 00) [0, 0)
1/x (—00,0) U (0,00) | (—00,0) U (0,00)
Vi [0, 00) [0, 00)
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Fliggvénykompozicié

Hag: A — B é f: B — C, ahol B' C B, akkor f és g ebben a
sorrendben vett kompozicidja

fog:A—=C
(fog)(z) = f(g(x))
A f a kiils6, mig g a belsd fiiggvény.

Ha f: Dy = Résg: Dy — R (Dy, Dy C R), akkor az f o g Osszetett
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dyog={x €Dy |g(x)e Dy} ={z €R |z €D, és g(x) € Dy}.

Példa:  f(z) =z ésg(x)=2x+1

(fog)(@) = flg(x)) = f2z+1) = V2w +1 204120, (z>—1/2)
(9o f)(x) =g(f(x) =g (Va) =2Vx +1 x>0
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Fliggvények invertalasa

Az f~' : Ry — Dy fiiggvény az f : = — f(x), Dy — Ry injektiv
fliggvény inverze, ha barmely y € R; elemhez azt az x-et rendeli hozza,
melyre f(x) =y.
Az 1 inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az f fiiggvény értékkész-
lete.
A definiciobél az kovetkezik, hogy (f~1o f)(z) = f~1 (f(x)) = .
Ha f fliggvény grafikonjat tengelyesen tiikrézziik az y = x egyenesre, akkor
pontosan f~! grafikonjat kapjuk.
Egyszeriibb példak:
f(x) = |z| nem injektiv, igy nincs inverze.
f(x) = x inverze 6nmaga: f~!(z) = z.

-b
f(x) = ax +binverze f~1(x) = 72 haa #0 (kov. példa).

a

f(x) = 22 nem injektiv, de ha csak a [0, +00) intervallumon értelmezziik,
akkor injektiv, és az inverze: f~1(z) = /7.
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:

41y
f)=y
3z -+ 1= Yy 24
Jr=y—1

Yy — 1 - : I
=3 —4 -2 2 4

tehat f~l(y) = . ez “2

1 r—1
) =1 .
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze

g(z) =y
Vr—1=y
y=z-1
Vrl=z,2>1-y>0 ‘
—4 —2
tehat g1 (y) = y>+1, y > 0, azaz 1

gl x)=2>+1,2>0
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Monotonitas

Az f fuggvény egy I = (a,b) C Dy intervallumon

® monoton né, ha V1,20 € I, 21 < 22 = f(21) < f(22).
® szigorian monoton ng, ha Va1, 20 € I, 21 < 22 = f(21) < f(x2).
* monoton csokken, ha Va1, 20 € I, 21 < 20 = f(x1) > f(x2).
¢ szigoriian mon. csékken, ha V1,15 € I, 11 < 23 = f(z1) > f(22).
® monoton, ha f(z) az I-n monoton né vagy monoton csokken.
® szigorian monoton, ha f(z) az I-n szigordan monoton né vagy
szigorian monoton csokken.

Példak:

f(x) = x szigortan monoton n8 R-en.
2

g(x) = x* szigorGan monoton cskken (—o0,0]-n, és szigortan monoton
né [0, 4+o00)-n, de R-en nem monoton.

Ha egy fiiggvény egyszerre monoton né és monoton csokken egy interval-
lumon, akkor az az intervallumon konstans fiiggvény.
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Korlatossag

Az f:1=[a,b] C Dy — R (Dy CR) fiiggvény

¢ alulrdl korlatos, ha van olyan k € R, hogy f(x) > k minden z € T
esetén (k alsé korlat). ~~ legnagyobb alsé korlat

¢ feliilr6l korlatos, ha van olyan K € R, hogy f(x) < K minden
x € I esetén (K fels6 korlat). ~~ legkisebb felsd korlat

® korlatos, ha alulrél és feliilrsl korlatos, azaz van olyan K € R, hogy
|f(x)] < K minden x € I esetén.

Peldak:

f(z) = |x| alulrél korlatos Ds-en, legnagyobb alsé korlat a 0, de feliilrdl
nem korlatos, igy nem is korlatos.

g(x) = sin(x) alulrél korlatos, legnagyobb alsé korlat —1, feliilrél korlatos,
legkisebb fels6 korlat a 1, igy korlatos is.
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Periodikus fliggvények

Az f: Dy — R (Dy C R) fliggvény periodikus (p szerint), ha létezik
p # 0 Ggy, hogy © € Dy esetén x £ p € Dy és f(x +p) = f(x).

Ha egy fiiggvény p szerint periodikus, akkor k - p szerint is periodikus, ahol
ke Z\{0}.

A legkisebb pozitiv szamot, mely szerint f periodikus, f periédusanak
nevezziik (ha van).

Példak:

sin(z), cos(z): 2w szerint periodikus.

tg(xz):  szerint periodikus.

{z} : (t6rtrész) = x — [x] (egészrész) fiiggvény: 1 szerint periodikus

Egy példa, amikor nincs periédushossz, de a fiiggvény periodikus: a Dirichlet-
figgvény
0, ha x irracionalis
() = { 1, ha z racionalis.
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Paritas

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény

® paros, ha z € D esetén —z € Dy, és f(—x) = f(x).
A grafikon az y tengelyre tiikrds.

e paratlan, ha € Dy esetén —z € Dy, és f(—z) = —f(x).
A grafikon az origéra tiikros.

Példak:
22, |z|, cos(x): paros
x, 23, sin(z): paratlan

Paros fiiggvények dsszege is paros, paratlan fliggvények 6sszege is paratlan!

A paritas vizsgalatat csak akkor hajtjuk végre, ha az értelmezési tartomany
az origéra szimmetrikusan helyezkedik el a szamegyenesen.
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Hatvanyfiiggvények

Az z" fiiggvény (n € Z7T) értelmezési tartomanya D,» = R a teljes
valés szamok halmaza. Grafikonja paros n esetén parabolahoz hasonlit,
paros fliggvény. Paratlan n esetén monoton névekvé a fliggvény, grafikonja
n > 3 esetén az 3 grafikonjahoz hasonlit, paratlan fiiggvény.

=W N
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Gyokfliggvények

Az /x fliggvény paros n esetén csak a nemnegativ értékekre van értelmez-
ve D oyz = [0,00). Paratlan n esetén D aniyy = R, paratlan fiiggvény.
Minden n € ZT-re a gyokfiiggvények a teljes értelmezési tartomanyukon
monoton ndveked&ek.
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Exponencialis fiiggvény

Az f(x) = a® fliggvényt exponencialis fiiggvénynek nevezziik, ahol a > 0
és a # 1. Ertelmezési tartomanya R, még értékkészlete (0,00). a > 1
esetén monoton névé, még a < 1 esetén nomoton csokkend a flggvény.

— a=2
—a=1/2
-- a=3
---a=1/3

— a =€

3 —2 1 1 2 3

Az a = e =2,718281828459 ... esetén gyakran nevezziik a fliggvényt ,az"
exponencialis fliggvénynek (jelolés: ).
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Logaritmusfiiggvény

Az f(x) =log,(z) fiiggvényt "a"-alapi logaritmusfiiggvénynek nevezziik,
ahol @ > 0 és a # 1. A logaritmusfiiggvény az exponencialis fliiggvény
inverze. Ezért értelmezési tartomanya a (0,00), értékkészlete R. a > 1
esetén monoton névé, még a < 1 esetén nomoton csokkend a fliggvény.

— a=2
—a=1/2
--- a=3
---a=1/3
—— a=ce

Az a = e = 2,718281828459 . .. esetén természetes alapl logaritmusfiigg-
vénynek nevezziik (jeldlés: 1n(x)).
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Exponencialis és logaritmikus azonossagok

=1 log,(1) =0
log, (a) =1
1 _
a =a log, (zy) = log,(x) + log,(y)

e L (1Y

== (a) log,(z¥) =y - log, (z)
» i log, () log,, (7)
a"b" = (ab) 7 Togy(a)
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Trigonometrikus fiiggvények

A sin(z), cos(x) fiiggvények min-
den valés szamon értelmezve van-
nak, periédikusak, p = 27 a peri-
6dushosszuk.

Korlatos fiiggvények, alsé és felsd
korlatjaik: =+1.

Atg(x), ctg(x) fliggvények perié-
dikusak, p = 7 a periédushosszuk.
Dtg = (*%73) + kﬂ', k S Z, és
minden periédusban monoton né.
Dy = (0,7)+km, k € Z, és min-
den periédusban monoton csok-
ken.
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Sinus és Cosinus inverze

sin(z) nem injektiv, de
{ T

33 oL

tartomanyon maér igen, itt vehetjiik

az inverzét:

arcsin(z) : [-1,1] — [77r il

Hasolnléan a cos(z),

[0,7] — [-1,1]

tartomanyon mar bijektiv, itt ve-

hetjiik az inverzét:

arccos(z) : [—1,1] — [0, 7]

272

y o
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/2 /2 4

(Ll 1
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N
—m/2 WN
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Tangens, cotangens fiiggvények inverze

A tg(x) fuggvényt a (—g, %)—re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.

Itt az inverze: arctg(r) R — (

us

272

). Korlatos, Rayetg = [-7/2,7/2].

A ctg(x) fiiggvényt a (0, 7)-re kell megszoritani, hogy injektiv legyen.
Itt az inverze: arcctg(x): R — (0, 7). Korlatos, Rarcetg = [0, 7).

v

o - T
/2 7r/2
It ! \\ i :L. |
4 -2 4 2 2 4
- »7@'72 —m/2 A
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