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5. el6das:
Numerikus sorozatok:
Torlédasi pont,
Véges, végtelen hatarérték fogalma,
Miiveletek numerikus sorozatokkal
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Torlédasi pont

Az {a,} sorozat részsorozata {b;} C {a,} sorozat, ha létezik olyan mo-
noton ndvé hozzarendelés Vk € ZT, hogy k +— ny, Ggy hogy by = ap, .

Az {a,} sorozatnak T szam torlédasi pontja, ha létezik {b,} C {a,}
részsorozata, melynek hatarértéke T

Tétel. Konvergens sorozatnak csak egy torl6dasi pontja van, a hatarértéke.
azaz

Konvergens sorozatnak minden részsorozata is konvergens, és a részsoro-
zatok hatarértéke megegyezik az eredeti sorozat hatarértékével.

1" 1 -1 1

Pl. lim (=1) =0,igy lim — = lim = lim =0... sth.

n—oo N n—o00 2N n—oo 2n — 1 n—oo 2M

Tétel. (Bolzano-Weierstrass) Korlatos sorozatnak mindig van torlédasi
pontja.

Pl. {(—1)"} két torlédasi pontja van +1.
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Miiveletek konvergens sorozatokkal
Tétel. Korlatos sorozatokbél tagonkénti dsszegéssel, kivonassal vagy
sorzassal kapott sorozatok is korlatosak.

Tétel. Ha lim a, = A és lim b, = B és A, B € R, akkor

n— oo n— 00

e lim a, b, = A+ B,

n—oo
* lim a,-b, =A-B,
n—oo
® lim Aa, = AA, ahol A € R,
n—oo
e lim af = A% k>1,
n—oo
e lim ¥a, = VA, feltéve, hogy a,, > 0,
n—r oo
.a, A ) )
® lim — = —, feltéve, hogy b, # 0 és B # 0.
n—oo by, B
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.
2n—1 2 1) —
lim 2Pl gy 20D e 3
1
2—3- lim =2-3-0=2.

2
m—1 2 1 1 1
lim 22 zlim—:2lim—(lim ) —92.0-02=0.

n—oo N n—o0o N, n n—o00 N n—o00 N

o 2R A2 24 /2+0+0_\F
nooo || Tnt+4n +6  nooo\[ 7444 8 V74040 VT
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Rendér-elv

Tétel. (Rendér/szendvics-elv)  Ha {a,}, {bn} és {c,} sorozatok esetén,

lim a, = lim ¢, = H és egy adott N kiiszobindextsl minden n > N-re
n—oo n—oo

an < b, <cp

teljesiil, akkor a {b,,} sorozat konvergens, és lim b, = H.
n—oo

Pelda. b, = S0
n
an:_—l < sin(n) < l:cn
n n n
-1 1 i
Bm — e hm L0 s hm TR0 g
n—oo n n—oo M n—oo n
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Végtelenbe tartas

Egy {a,} val6s szamsorozat tart a co-be, ha barmely K > 0 esetén van
olyan Ny kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, > K.

ap a2 as Qa4 <. 0n>3
K OO

Egy {a,} val6s szamsorozat tart a —oo-be, ha barmely k& < 0 esetén van
olyan Nj, kiiszébindex, hogy ha n > Ny, akkor a,, < k.

A too-be tarté sorozatok is divergensnek.

Példak.

{an,} ={n}={1,2,3,...} - monoton né, de nincsen felsd
korlatja, oco-be tart.

{bp} ={-n?} ={-1,-4,-9,...} - csokken, alulrél nem korlatos,
—oo-be tart.

{en} ={(-D)" - n}={-1,2,-3,...} - oszillal, nem korlatos, egyik
fele" a oco-be, masik a —oo-
be tart.
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Tétel. Ha lim a,, = A és lim b, = hm ¢, = 00, akkor

n— oo n—oo

lim a,, £ b, = +oc0,

n—oo
0, ha A >0,
lim a, b, = —o00, ha A<,
e ?, ha A=0, (0-00)
lim &° — 0, feltéve, hogy b, # 0
n—oo n

lim b, + ¢, = lim b, -¢, = lim (b,)* = lim (b,)*" = 0
n—00 n—00 n—r00

n— o0
0o, haA>1,
lim a’» = A =¢ 0, ha0<A<1,
n—00 ?, ha A <O0Ovagy A =1, (1)
DE
n— 00 n—00 Cp o0
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Mdveletek co-hez tartd sorozatokkal

Kritikus hatarértékek: 0- 00, 00— 00, S, -, 1%, Y.
oo 0
Példa.
2
lim — =2 —cc DE lim — =—=0.
n—oo N o0 n—oo N 0
DE lim n —n? = 0o — 0o = —o0.

lim 2n —n =00 — 00 = ©
n— 00

nler;o\/n+ —\fzoo—oo:nli_g;o(\/n—i— —\/ﬁ)-mz

n+1l—n 1

1
n—oo\/n+1+4+4n noccyn+1l+yn 00+00
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Nevezetes sorozatok

Mértani sorozat
a, =q", n € N-szamok egész hatvanyainak sorozata: {1,q,q?,¢>,...}.
Legyen ¢ = 2, ekkor {1,2,4,8,16,...}.

e Ha g > 1, monoton n6v8, nem korlatos, co-hez tarté a sorozat.
Legyen ¢ = 1, ekkor {1,1,1,1,...}.

e Ha g =1, konstans sorozat, 1-hez tart.

1 1 111 11 1
Legyenq_2vagy—2,ekkor{1,2,4,8,...}vagy{1,—2,4,—8,...}.

e Ha —1 < g < 1, abszolutértékben monoton csdkken, tehat 0-hoz
tart.

Legyen ¢ = —2, ekkor {1,—2,4,-8,16,...}.

e Ha g < —1, oszcillal, nem korlatos, divergens a sorozat.
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Nevezetes sorozatok

Egész gyokok sorozata

a, = {/q - szamok egész gyokeinek sorozata 1-hez tart, ha ¢ > 0.
Ha g > 1, akkor {/q =1+ p,, alakban irhaté.
Tehat ¢ = (1 4+ p,)" > 1+ n - p,, ebbdl

-1
= S . >0
n

adédik. A rendér-elv alapjan a p,,-ek sorozata 0-hoz tart.
gy lim {/g= lim 1+p,=14+0=1.
n—oo n—oo
by, = {/n - egész szamok egész gyokeinek sorozata 1-hez tart.

1 < /n és monoton csdkkend a sorozat, ha n > 3,

V2=1,4142... < ¥3=1.4422...> V4 =+/2> 5=1,3797...
(Korlatok?)
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Nevezetes sorozatok

Példa.

lim V2n—1=7

n—oo
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Nevezetes sorozatok

Példa.

lim V2n—1=7

n—oo

Rendér-elv segitségével:

n <1 V2an—1< V2 ¢n
n>

} }
lim /n=1 lim ¥/2- lim n=1-1=1
n—00 n—00 T—00

Tehat lim V2n —1=1.
n— oo
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Nevezetes sorozatok

Az "e" szam
1 n

an = (1 + ) - sorozat e-hez tart.
n

1
1 ..
Azay =1+ 1) = 2 < e és monoton ndvekvd a sorozat.

Tovabba a,, feliilrsl korlatos. Nem adunk teljes indoklast!

]{: n
b, = (1 + ) - sorozat e¢*-hoz tart.
n
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Nevezetes sorozatok

Peélda.
2n + 2
2n+2 n—1
5 6 n—1
lim (2 = lim [ (1+ —— -
n—oo \ 1 — 1 n—00 n—1
. 2n + 2
6\ "\,
lim (<1+> ) " -
m— oo m
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

n < nk
k>1
n
lim — = lim =
n—00 'n,k k>1 mn—oo N
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

n < n<LK
k>1

n
a>1

n—oo M k>1 n—oo ’n,k*1

. nF
lim — =

n—oo a" a>1,k>1
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

< nt < d" < nl
k>1 a>1

lim —

n—oo ’n,' a;l ’
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

< nf < " < n< "

k>1 a>1

k>1 mn—oo ’n,k*1

lim — = 0, lim — =0.
n—oo ’n,' a>1
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

Vn <« n< nf < o < nl <« "
k>1 k>1 a>1

k n n!
lim — = 0, lim — = 0, lim — =0.
n—oo @™ a>1,k>1 n—oo n! a>1 n—oo N
. n . 1
lim — = lim ——— = 0,
n—oo N n—00 n=f 1
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Végtelenbe tarté sorozatok "eré" sorrendje

log,(n) < ¥n < n< nf < o < nl < "
a>1 k>1 k>1 a>1

k n |
. . a . n:
lim — = 0, lim — = 0, lim — =0.
n—oo a™ a>1,k>1 n—oo n! a>1 n—oo N
_m 1 log,,(n)
lim — = lim —— = 0, li - =
n—oo N n—0o0 n—00 \/ﬁ a>1,k>1
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