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6. el6das:
Fliggvényhatarértékek,
Az atviteli-elv,
Végtelenbe tartas
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Hatarérték definicidja

Az f : R — R fuggvénynek az xy pontban a hatarértéke A, ha minden
€ > 0-hoz van olyan § > 0, ha |z — z¢| < ¢ ahol x # ¢ és © € Dy, akkor

If(z) — Al <e.
Jelolés:
: _ Y
At ce----------
vagy :
A¢ oo |
A g
f(ZII) xjo A—cO0------- I :
. z
Nem koveteljiik meg, hogy a fiigg- | 20/ 3 %0 w0 + 3

vény xo-ban értelmezve legyen.
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Peélda

222 — 3z — 2
Azf(x)zfQ

Mennyi a hatarértéke xg = 2-ben?

fliggvény értelmezési tartomanya: Dy = R\ {2}.
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Peélda

222 — 3z — 2
Azf(x)zfQ

Mennyi a hatarértéke xg = 2-ben?

fliggvény értelmezési tartomanya: Dy = R\ {2}.

f(z) = 2z 4+ 1)(x —2)

ha x kozelit 2-hoz.

,igy ha & # 2, akkor f(z) = 2x+1, és2x+1 ~ 5,

Definialhatnank igy is a fliggvényt:
2z + 1, hax #2
o) = { ?

"] nincs értelmezve, haxz =2
Sejtjiik, hogy lir% f(x) =5. A definicié alapjan
x—

‘ (22 + 1)(z — 2)

—5‘<5 x #2
r—2

22 — 4] < ¢

|z72|<%:5jélesz!

Matematika Al eladas 4



Az egészrész fiiggvény

Mi a helyzet az f(z) = [z] = {k € Z|k < z < k + 1} egészrész fiigg-
vénnyel 2y = 2-ben?

Ha |z — 2| <6 < 1 és x # 2, akkor Fz) =2 hax>2, és
flz)=1 hazx <2
Tehat |f(z) — A| <& < 1 nem teljesiil sem A = 1-gyel, sem A = 2-vel.

Igy a hatarérték nem létezik.

2 1Y —o0
1 —o0
X
O t t
-1 1 2 3
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Jobb és bal oldali hatarérték

Erdemes kiildn tekinteni a két oldalt:

Jobb oldali hatarérték (zy < x):
Az f: Dy — R val6s fiiggvénynek az xy pontban a jobb oldali hatarértéke
A € R, ha minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < x —xzy < 0 esetén
x € Dy, és |f(x) — Al <e.

Ioles: i = A.
Jeldlés L f(z)
Bal oldali hatarérték (z < xzo):
Az f: Dy — R valés fliggvénynek az o pontban a bal oldali hatarértéke
A € R, ha minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy 0 < zg —z < ¢ esetén
x € Dy, és |f(z) — A| <e.

Jeloles:  lim  f(z) = A.

r—xo—

El6z6 példaban: lim [z]=1, é lim [z] =
T—2— r—2+
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Hatarérték egyértelmiisége

Tétel: Ha az f fliggvénynek zy pontban létezik a jobb és bal oldali ha-
tarértéke, és ezek egyenl6ek, akkor a fliggvénynek létezik az xy pontban
hatarértéke, és ez megegyezik a jobb és bal oldali hatarértékkel.

li =A= li li =A
Jim f(z) Jm f(z) = lim f(z)
Tétel: Ha létezik a hatarérték, akkor egyértelmii:

lim f(z) = Aés lim f(z)= B esetén A = B.
T—x0

T—xo

Indirekt bizonyitas: € = -hoz nincs jé 6,

A - Bl
3

hasonléan, mint a sorozatoknal e-hoz nincsen V..
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Atviteli-elv

Egy fiiggvénynek xo-ban A a hatarértéke akkor és csak akkor, ha barmely
{xn} sorozatra, mely lim xz, = o, z,, € Dy, igaz lesz, hogy
n—oo

lim f(z,) = A.

n—roo

Ezek alapjan belathatd, hogy csak Ggy, mint a sorozatoknal, ha

lim f(z) =Aés lim g(x) = B és A, B € R, akkor
T—To

rT—X0o
e lim f(z)+tg(x)=A+B,
T—T0
« Jim f()-gla)= A-B,
f@) A ,
$g£lo s B feltéve, hogy g(x) # 0 és B # 0.

Féloldali hatarértékekre hasonléan.
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Végtelen hatarérték

1
Mi a helyzet az f(z) = — fiiggvénnyel a 0 pont jobb oldalan? (0 ¢ Dy)
X
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Végtelen hatarérték
1
Mi a helyzet az f(z) = — fiiggvénnyel a 0 pont jobb oldalan? (0 ¢ Dy)
X

Minél kézelebb vagyunk a 0-hoz, annal nagyobb a fliggvényérték, tehat a
fliggvény a végtelenhez tart.
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Végtelen hatarérték
1
Mi a helyzet az f(z) = — fiiggvénnyel a 0 pont jobb oldalan? (0 ¢ Dy)
X

Minél kézelebb vagyunk a 0-hoz, annal nagyobb a fliggvényérték, tehat a
fliggvény a végtelenhez tart.

K,,

-2 -1 o 1 2 7

Az f: Dy — R val6s fiiggvénynek az z( pontban a hatarértéke jobbrél
00, ha minden K € R-hez van olyan 6 > 0, hogy 0 < x — zg < ¢ esetén
x € Dy, és f(z) > K.

[6lés: i = .
Jelolés wﬁlIwI;ij({E) +oo
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Végtelen hatarérték — variaciok

Az f: Dy — R valés fiiggvénynek az zo pontban a hatarértéke (jobb-
rél/balrél) oo, ha minden K € R-hez van olyan 6 > 0, hogy |z — z¢| <
(és & > xg/és x < xq) esetén x € Dy, és f(z) > K.

Jelolé li .
elolés: wﬁ}vIgl(i f(z) =00

Az f: Dy — R val6s fliggvénynek az z, pontban a hatarértéke (jobb-
rél/balrél) —co, ha minden K € R-hoz van olyan § > 0, hogy |x — | <
J, (x> x0/x < x0) esetén x € Dy, és f(x) < K.

Jeldles:  lim  f(x) = —o0.
z—xo (L)
.y .1 . 1 1
Példaban lim — =oc0c DE lim — = —oo. Tovabba lim — = oo.
z—0+ 1 r—0— T z—0 |17|
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Hatarérték a végtelenben

Nem csak a hatarérték lehet végtelen, hanem a végtelenben is vizsgalhatjuk
a fliggvény viselkedését.
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Hatarérték a végtelenben

Nem csak a hatarérték lehet végtelen, hanem a végtelenben is vizsgalhatjuk
a fliggvény viselkedését.

1
Az f(x) = p figgvénnyel a oo-ben 0-hoz tart.
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Hatarérték a végtelenben

Nem csak a hatarérték lehet végtelen, hanem a végtelenben is vizsgalhatjuk
a fliggvény viselkedését.

1
Az f(x) = p figgvénnyel a oo-ben 0-hoz tart.

Az f: Dy — R valds fiiggvénynek a co-ben a hatarértéke A, ha minden
€ > 0-hoz van olyan L. € R, hogy L. < x esetén € Dy, és |f(x) — A| < e.

Jelolés: lim f(z) = A.
Tr—r00
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Végtelenben végtelen

Lehetséges, hogy a végtelenben a fiiggvény (+)végtelenhez tart:

Az f: Dy — R val6s fiiggvény a oco-ben (—)oo-hez tart, ha minden K € R-
hezvanolyan Lx € R, hogy Lx < xeseténx € Dy és f(x) > K (f(z) < K).

Jeldlés: lim f(x) = (—)o0
Tr— 00
Hasonléan a —oo-ben tarthat f egy A szdmhoz vagy +oo-hez:

Az f: Dy — R valds fiiggvénynek a —oo-ben a hatarértéke A, ha minden
€ € R-hez van olyan L, € R, hogy L, > x esetén x € Dy és |f(z) — A| <e.
Jelglés:  lim f(z)=A

r——00
Az f: Dy — R valos fliggvény a —oo-ben (—)oo-hez tart, ha minden K € R-
hezvanolyan Lx € R, hogy Lx > xesetén x € Dy és f(x) > K (f(z) < K).

Jelolés: wErPOO f(z)=(-)oc
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Osszefoglalas

az xg pontban a
az xo pontban a jobb oldali
Az f: Dy — R (D; C R) fiiggvénynek az x, pontban a bal oldali
a +oo-ben a
a —oo-ben a

AeR, e > 0-hoz § >0,
hatarértéke +o0o, ha minden K € R-hez vanolyan L. € R,
—00, K € R-hez Lk € R,
0<|z—mo <o
O<z—20<9 |f(z) — A] <e.
hogy 0<xzp—x <0 eseténz € Dy és flz) > K.
L. < ‘CE| f(i[!) < K.
L < |$|
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