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Ismétlés: differencialhanyados (derivalt)

Definicié: Legyen az f : Dy — R az zy kornyezetében értelmezett. Ha

létezik

lim f(z) = f(zo) — lim f(zo +h) — f(z0)

T—xg T — g h—0 h
az f fliggvény xo pontbeli differenciahanyados fiiggvényének hatarértéke,
akkor ezt a hatarértéket f xo-beli differencialhanyadosanak (vagy deri-
valtjanak) nevezziik.

Jelolése: f'(xg), f(xo), %(xo) vagy %

Zo

Geometriai jelentés: a szel6k "hatarmeredeksége" a gorbéhez a legjobban
simulé egyenes (érint8) meredeksége (xo, f(zo)) pontban.

Ha az f fliggvénynek létezik a differencidlhanyadosa az xo pontban, akkor
az f differencialhaté/derivalhaté/diffhaté az x,-ban.

Az f fiiggvény differencialhaté, ha az értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban differencialhaté. Egy differencialhaté f fiiggvény derivalt
fliggvénye:

fli XTo f/(.’lﬁo), o € Df.

Matematika Al eladas 3



Egyoldali derivaltak (a differenciahanyados féloldali hatarértéke)
lim f(xo+h) — f(ﬁﬂo)_

Jobb oldali derivalt xq-ban :

h—0+ h
Bal oldali derivalt zg-ban: lim fl@o—h) = f(xO).
h—0+ —h
Pelda: f(x) = |z|.
Differenciahanyadosa xg = 0-ban:
f(O£h)—f(0) [0xh|—[0] i_ 1, hah>0
+h N +h >0 +h | —1, hah<0
h = 0-ban nincs hatarértéke, de van jobb és bal oldali hatarérték:
Yy
2 iR
1 iR
‘ T
-2 -1 1 2
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Derivalas linearis atfogalmazasa

Az f: Dy — R ((mo — 6,0 + §) C Dy) fiiggvény az xo pontban diffe-
rencialhatd, és derivaltja zo-ban M, ha létezik egy e(x) fliggvény, melyre

Ilirgo e(z) =0, és

f(@) =M - (z—x0) + f(zo) +&(z) - (z — 20).
Tehat a fiiggvény:
f(x) = f'(xo) - (x — wo) + f(wo) +e(x) - (x — x0).

érint8: legjobban simulé egyenes hibatag

Lo
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Erinté

Az f fiiggvény grafikonjanak érint6je az xo pontban az (xo, f(zo)) ponton
atmend, f'(xo) meredekségli egyenes, azaz

y = f'(x0) - (z — x0) + f(x0)
Peélda:

Irjuk fel az f(z) = 22 fiiggvény érintsjét az
xo = 1 pontban.

) =2z, igy f'(1) =2. R L4
/A
Masrészt f(1) =1, igy /
1 A4
Linearis atfogalmazasban: -2 / 2
/
2 _ 2 -y
2 =2x0- (x—xo) + x5 + (z—1z0) (x—x0). /
[ — ~—~ ——
M-(z—m0) f@o)  lim e(x) =0
T—xTo
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Peélda

Irjuk fel az f(z) = tg(x) fiiggvény érintsjét az x5 = 0 pontban.
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Peélda

Irjuk fel az f(z) = tg(x) fiiggvény érintsjét az x5 = 0 pontban.

f'(x) = (coslx)T igy f/(0) =1. 5 |
Masrészt f(0) =0, igy
/ + + v
y =10~ 0)+ ) > ;

y=1(x—0)+0 azaz

y=x.
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Folytonossag és derivalhatésag

Tétel: Ha egy fliggvény egy zo € Dy pontban differencialhaté, akkor az
o pontban folytonos is.

lim f(z) = lim M(x —x0)+ f(zo) + lim e(x)(x — zo) =

rT—rT0o r—rTo Tr—rT0o

=M -0+ f(xzo) +0-0= f(zo).

FONTOS!

Visszafelé nem igaz, pl. az abszolatérték fiiggvény a 0-ban folytonos, de
ott nem differencialhaté (a grafikon nem "sima", folytonosan csatlakozik,
de tdrés van rajta).
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Korabbi miiveleti tulajdonsagok

Tétel. Ha az f és g fliggvények derivalhatéak egy = pontban, akkor

® ¢ fis derivalhaté (c € R), és (¢ f)'(z) = c- f'(x),
® f+ g isderivalhatd, és (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x),
e f—gisderivalhatd, és (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(x),

o f.gis derivalhato, és (f - g)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)d (z),

. iis erivalhaté (g(z és ! /x _ f(@)g() — f(2)g'(x)
Dis derivathats (9(0) 20, & () 2) |
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Inverz fliggvény derivalasa

Tétel: Ha az f : Dy — R fiiggvény az © € Dy pont kdrnyezetében szigortan
monoton és diffhaté (azaz folytonos is) tovabba f’(z) # 0, akkor f™! létezik,
és differencialhaté y = f(z)-ben. Ekkor

N 1 1
U™V W =5 = 7wy

Példak:

e f(x) =€, x € R monoton ndvé és derivalhats, az f~'(y) = In(y)

() = v = = = o

(e:):)/ e eln(y) =

1
y'
e f(z) =sin(z), « € [-F, 5] monoton és folytonos, f~'(y) = arcsin(y)

(arcsiny) = 1 = L L =
vr = (sin(z))  cos(z) >0, cos(x)  cos(arcsin(y))
ha z € (—g, %)

_ 1 _ 1
\/1 — sin(arcsin(y))? \/1 — 2 '

1 1
Hasonléan  (arccos(z)) = T és (arctg(z)) = T
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Osszetett fiiggvények derivalasa (lancszabaly)

Tétel: Ha a g fliggvény differencialhaté az x helyen, és az f fiiggvény
differencialhaté a g(x) helyen, akkor az f o g fiiggvény is differencialhaté
az x helyen, és

(fog)(z)=f(9(z)) g'(2).
Peldak:

(cha)’ — (e"” + ew>’ _em—et n(a)

(sha) = (e"’” —Qe"’”)’ () ette” h(z)
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Logaritmikus derivalt

Az o derivaltja (a > 0):
o\ /
(ax)/ _ (eln(a )) _ (ezln(a)) — In(a) | ln(a) —a” ln(a)

Peélda:

. / . / . 1
<xsm(a:)) _ <esm(w) ln(:z:)) _ esm(z) In(z) <COS(LI’,’) hl((L‘) +sm(:c) ) _

T

_ 4@ (cos(x) In(z) + sin(z) ;) .
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))’
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

((z +2)?)
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4

(3*)
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4

(327") =373 (-1)

= —3%""In(3)
(3%) = 3%1n(3)
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Magasabb rendii derivaltak

Az f : Dy — R valds fiiggvény masodrendii/masodik derivaltja az f'(x)
fliggvény derivaltja (feltéve, hogy f'(z) létezik).

d2
Jelolés: f"(x) vagy d—xé

Hasonléan definialhatjuk a harmad, negyed stb. n-ed rendi derivaltakat.

Jeldles: f(")(z) vagy Z:—{
Példak:
f'(z) = (sin(z))" = cos(x) g (x)= (23 —222 +1) = 3:17 — 4z
f"(z) = (cos(z)) = —sin(zx) g"(x) = (32% — 4z)’ = 62 —
f"(x) = (—sin(z)) = — cos(z) g"(x)=(6z—4) =6
(@) = (—cos(@)) =sin(e) () = (6) =0
79)(x) = (sin(z))’ = cos(x) 4 (x) = (0) =0
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