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13. elődás:

Középértéktételek, L’Hospital-szabály
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Rolle-tétel

Tétel: Ha az f(x) függvény az [a, b] intervallumon folytonos, és az (a, b)
intervallumon differenciálható, és f(a) = f(b), akkor van olyan x0 ∈ (a, b),
hogy f ′(x0) = 0 (az érintő vízszintes).

Bizonyítás:

A Weierstrass-tétel szerint a függvény felveszi a minimumát és a maximu-
mát, ezek közül legalább az egyik belső pont. Ez lokális szélsőérték, így a
derivált ott nulla.

a x0 b

f(a) = f(b)

x

y
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Lagrange-tétel
Tétel: Ha az f(x) függvény az [a, b] intervallumon folytonos, és az (a, b) inter-
vallumon differenciálható, akkor van olyan x0 ∈ (a, b), hogy

f
′(x0) =

f(b)− f(a)

b− a
,

azaz létezik olyan érintő, mely a grafikondarab végpontjait összekötő szakasszal
párhuzamos.

Bizonyítás: A Rolle-tételt alkalmazzuk a következő függvényre

F (x) = f(x)−
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Ekkor F (b) = f(b)− f(b)−f(a)
b−a

(b− a) = f(a) = F (a). Így létezik x0 ∈ (a, b)

F
′(x0) = f

′(x0)−
f(b)− f(a)

b− a
= 0 ⇐⇒ f

′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.

a x0 b

f(a)

f(b)

x

y
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Cauchy-tétel

Tétel: Ha az f(x) és g(x) függvények az [a, b] intervallumon folytonosak,
az (a, b)-n differenciálhatóak és g′(x) 6= 0 bármely x ∈ (a, b) esetén, akkor
van olyan x0 ∈ (a, b), hogy

f ′(x0)

g′(x0)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Bizonyítás: A Rolle-tételt alkalmazzuk az

F (x) = f(x)−
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g(x)

függvényre, mivel

F (b)− F (a) = f(b)− f(a)−
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(b)− g(a)) = 0,

tehát F (b) = F (a). Ekkor létezik x0 ∈ (a, b), hogy

F ′(x0) = f ′(x0)−
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x0) = 0 ⇐⇒

f ′(x0)

g′(x0)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.
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L’Hospital-szabály

Bernoulli–L’Hospital-szabály a lim
x→x0

f(x)

g(x)
határérték kiszámítására.

Tétel: Az f(x) és g(x) függvények differenciálhatóak az x0 egy nyílt kör-
nyezetében (esetleg x0-ban nem). Tegyük fel, hogy ebben a környezetben
g′(x) 6= 0 ha x 6= x0. Ekkor, ha

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

vagy

lim
x→x0

f(x) = ±∞ és lim
x→x0

g(x) = ±∞,

és létezik a lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A, akkor lim

x→x0

f(x)

g(x)
is létezik és "A"-val egyenlő.

Megjegyzés 1.: Az "A" valós szám vagy ±∞ is lehet.

Megjegyzés 2.: Az x0-ban féloldali vagy a ±∞-ben is számolhatunk így
határértéket.
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L’Hospital-szabály

Bizonyítás: Abban az esetben, ha

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Legyen x ∈ (x0 − δ, x0) (azaz x < x0), és ha x0-ban f vagy g nem
folytonosak, értelmezzük a függvényeket úgy, hogy

f(x0) := lim
x→x0−

f(x) = 0 és g(x0) := lim
x→x0−

g(x) = 0.

Ekkor már f és g folytonosak x0-ban is, tehát [x, x0]-on is.
Mivel f folytonos [x, x0] zárt intervallumon és diffható (x, x0)-ban, ezért
a Cauchy-tételt felhasználva létezik ξ ∈ (x, x0), hogy

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

f(x0)=0

és

g(x0)=0

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=

x→x0

akkor

ξ→x0

lim
ξ→x0

f ′(ξ)

g′(ξ)

Ha x > x0 hasonlóan.
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Példa

Mennyi a lim
x→0

ex − 1

x
határérték?

Ekkor, ha
f(x) = ex − 1 és g(x) = x,

akkor a 0-ban
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

g(x) = 0.

A deriváltak
f ′(x) = ex és g′(x) = 1.

Így

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

ex

1
=

1

1
= 1.

Ezért alkalmazhatjuk a L’Hospital- szabály

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.
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Megjegyzés

Csak akkor működik a szabály, ha a lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
határérték létezik.

Ha nem létezik, attól még a lim
x→x0

f(x)

g(x)
létezhet, például:

lim
x→∞

x+ sinx

x
=?

lim
x→∞

(x+ sinx) = ∞ és lim
x→∞

x = ∞.

f(x) = x+ sinx, g(x) = x,

f ′(x) = 1 + cosx, g′(x) = 1.

Tehát lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→∞

1 + cosx

1
= lim

x→∞

1 + cosx, ami nem létezik.

De lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

x+ sinx

x
= lim

x→∞

1 +
sinx

x
= 1 + 0 = 1.
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Többszöri alkalmazás

Többször is alkalmazhatjuk a tételt:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
 lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
 lim

x→x0

f ′′(x)

g′′(x)
 · · · = A

Példa: lim
x→0

ex − x− 1

x2
=?
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Többszöri alkalmazás

Többször is alkalmazhatjuk a tételt:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
 lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
 lim

x→x0

f ′′(x)

g′′(x)
 · · · = A

Példa: lim
x→0

ex − x− 1

x2
=?

lim
x→0

ex − x− 1 = e0 − 0− 1 = 0 és lim
x→0

x2 = 0

f(x) = ex − x− 1 g(x) = x2

f ′(x) = ex − 1 g′(x) = 2x

f ′′(x) = ex g′′(x) = 2

lim
x→0

ex − x− 1

x2
=

”0”

0
 lim

x→0

ex − 1

2x
=

”0”

0
 lim

x→0

ex

2
=

1

2
,

tehát lim
x→0

ex − x− 1

x2
=

1

2
.
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Példák

lim
x→0

1− cosx

x2
=
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Példák

lim
x→0

1− cosx

x2
=

”0”

0
típusú, alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabályt:

lim
x→0

1− cosx

x2
 lim

x→0

sinx

2x
 lim

x→0

cosx

2
=

1

2
,

tehát lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.
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Példák

lim
x→0

1− cosx

x2
=

”0”

0
típusú, alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabályt:

lim
x→0

1− cosx

x2
 lim

x→0

sinx

2x
 lim

x→0

cosx

2
=

1

2
,

tehát lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.

lim
x→∞

xn

ex
=

n∈Z+
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Példák

lim
x→0

1− cosx

x2
=

”0”

0
típusú, alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabályt:

lim
x→0

1− cosx

x2
 lim

x→0

sinx

2x
 lim

x→0

cosx

2
=

1

2
,

tehát lim
x→0

1− cosx

x2
=

1

2
.

lim
x→∞

xn

ex
=

n∈Z+

”∞”

∞
típusú, alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabályt:

lim
x→∞

xn

ex
 lim

x→∞

nxn−1

ex
 . . . lim

x→∞

n(n− 1) . . . 2 · 1

ex
=

n!

∞
= 0,

tehát lim
x→∞

xn

ex
= 0.
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Más kritikus esetek, ahol a L’Hospital-szabály alkalmazható

Ha nem tört határértékét szeretnénk megállapítani, akkor is megpróbálkoz-
hatunk törtté alakítani. Például:

lim
x→x0

f(x) · g(x) = ”0 · ∞” = lim
x→x0

f(x)
1

g(x)

= lim
x→x0

g(x)
1

f(x)

Például

lim
x→∞

x · e−2x = ”∞ · 0” = lim
x→∞

x

e2x
=

”∞”

∞
 lim

x→∞

1

e2x · 2
= 0.

Vagy

lim
x→0+

x · ln(x) = ”0 · −∞” = lim
x→0+

ln(x)
1
x

=
”−∞”

∞
 

 lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

−x = 0.
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Más kritikus esetek, ahol a L’Hospital-szabály alkalmazható

Ha nem tört határértékét szeretnénk megállapítani, akkor is megpróbálkoz-
hatunk törtté alakítani. Például két tört különbsége a közös nevezőre való
hozás után már egy tört:

lim
x→x0

1

f(x)
−

1

g(x)
= ”∞−∞” = lim

x→x0

g(x)− f(x)

f(x)g(x)

lim
x→1+

1

x− 1
−

1

ln(x)
= ”∞−∞” = lim

x→1+

ln(x)− x+ 1

(x− 1) ln(x)
=

”0”

0
 

 lim
x→1+

1
x
− 1

ln(x) + (x−1)
x

= lim
x→1+

1− x

x ln(x) + x− 1
=

”0”

0
 

 lim
x→1+

−1

ln(x) + x 1
x
+ 1

= −
1

2
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FONTOS

A tört deriválása és a L’Hospital-szabály két különböző dolog!

(

f

g

)′

(x) =
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

és

lim
x→x0

f(x)

g(x)
 lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

Nem szabad összekeverni!
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