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14. el6das: Teljes fiiggvényvizsgalat
Implicit és paraméteres gorbék derivaltja
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Fliggvényvizsgalat

Adott egy f(x) fiiggvény, megallapitjuk:

1. értelmezési tartomany

2. zérushely
3. globalis tul.: paritas, periodicitas
4. értelmezési tartomany szélein hatarértékek

* aszimptotak
5. els6 derivalt

» monotonitasi tulajdonsagok
* lokalis szélséértékek

6. masodik derivalt

* konvexitas
* inflexiés pontok

7. sematikus abra

8. értékkészlet
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Az e=** fiiggvény vizsgalata

Legyen f(x) = e’ (Gauss- vagy haranggorbe).
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Az e=** fiiggvény vizsgalata

Legyen f(x) = e’ (Gauss- vagy haranggorbe).

1. értelmezési tartomany: R
2. zérushely: nincs, mindeniitt pozitiv
3.

paritas: f(—xz) =e ("9 = =" = f(x), tehat paros
periodicitas: nem periodikus

4. értelmezési tartomany szélein hatarértékek:

lim f(z) = lim e = 0, mert lim e* =0
T—00 T—00 T——00

lim e = lim e ® =0 (paros fiiggvény)
T—r00 r—r—00

Igy vizszintes aszimptota is van a f=co-ben: y = 0 egyenes.
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Az e=** fiiggvény vizsgalata — folytatas

2

5. els6 derivalt: f'(z) = e~ - (—2z), melynek 0-ban van nullhelye

<0 0 0<x
f! + 0
f | szm.ng | lok. max. | sz.m.csokken

Az z = 0-ban lokalis maximum van, melynek értéke: f(0) =€’ = 1.

2

6. masodik derivalt: f/(z) = e - (—22)%+ e - (—2) = (42° —2) e *

I

V2

melynek nullhelyei: +

1 1 1 1 1 1
TSTSAB| "B | TEST<HB| 5 | ST
/" + 0 - 0 +
I konvex | infl.pont konkav infl.pont | konvex
7 y
x 8. értékkészlet: (0,1]
1 i
2 V2
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f(x) = 2® — 3z — 2 teljes fiiggvényvizsgalata
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f(x) = 2® — 3z — 2 teljes fiiggvényvizsgalata

1. értelmezési tartomany: R

2. zérushely: racionalis gyokok csak a 2 oszt6i lehetnek: +1,+2,
melyek koziil 2 és a —1 gyok, utébbi kétszeres. Igy a fliggvény
szorzat alakja: f(z) =2® =3z — 2= (z + 1)%(z — 2)

3. paritas: f(—x) = (—2)3 - 3(—2) - 2= -2 +32z -2 = —f(z) — 4,
tehat (valészindleg) nincs paritasa,

hivatkozhatunk a nullhelyekre is (nem szimmetrikusak az origéra),
vagy

f(1) = —4 és f(—1) = 0 se nem egyenl6ek, se nem ellentettek.

periodicitas: nem periodikus (véges sok nullhely)

Matematika Al eladas



f(x) = 2® — 3z — 2 teljes fiiggvényvizsgalata

4. értelmezési tartomany szélein hatarértékek:
. . o 32
lim f(z)= lim 2° -3z —2= lim 2° (1 - = — — | =400
T—00 T—00 T—00 2 3

2
lim f(z)= lim 2®-3z—-2= lim x3(1—3—>:—oo

T——00 T——00 T——00 2 3
Ferde aszimptota van-e?

. f(x) . w3 —3x—2 . 2
a= lim —* = lim ———M8M8M—
Tr—r00 xT Tr—r00 i TrT—0o0 X

igy nincs ferde aszimptota a +oo-ben.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy a —oo-ben sincsen.
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f(x) = 2® — 3z — 2 teljes fiiggvényvizsgalata

5. elss derivalt: f/(z) = 322 — 3,

melynek 22 = 1 esetén, azaz +1-ben van nullhelye

(—o0,-1) -1 (-1,1) 1 (1,400)
I’ + 0 — 0 +
f szm.né | lok.max. | sz.m.csokken | lok.min. | sz.m.n§

Tehat a —1 lokalis maximumhely, értéke: f(—1) =0,

mig az 1 lokalis minimumbhely, értéke: f(1) = —4.

6. masodik derivalt: f”(x) = 3 - 2x = 6, melynek nullhelye a 0.

(_0070) 0 (Oa +OO)
f 0 +
f konkav | infl. pont | konvex
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f(x) = 2® — 3z — 2 teljes fiiggvényvizsgalata

Egy tablazatban:

I + 0 - 0 +
sz.m.n§ lok.max. sz.m.csokken lok.min | sz.m.né
7 = 0 T
konkav infl.pont konvex
7. 41Y 8. értékkészlet: R

3 i
2 i
1 i
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fo) ="

teljes fiiggvényvizsgalata
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3

-— teljes fiiggvényvizsgalata
T

. értelmezési tartomany: R\ {0}
. zérushely: 23 + 1 = 0 esetén, azaz + = —1.

. paritas: nincsen, hiszen ha lenne, akkor 1 is nullhely lenne.

periodicitas: nem periodikus (csak egy nullhely)

. értelmezési tartomany szélein hatarértékek:

. . a3+
xl—l)r(r)l+ f(l’) B xl—l)r(r)l+ 2 =t
lm f(2) = x3+1_+
Jip S0 = Jip =y = oo

Tehat az x = 0-ban fliggéleges aszimptota van.
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1
flz) = j teljes fiiggvényvizsgalata
T

4. értelmezési tartomany szélein hatarértékek (folytatas):

341
lim f(x):limx il = lim =+ — = 400
T—00 T—00 €T T—00 €T
341 1
lim f(z)= lim . = lim z+ —= =-
T——00 z——o0 2 T——00 2
Ferde aszimptota van-e?
z341 3
1
o= tim T o gy TR e Ly
. ) 341
b= Jim () —a) = Jim () =
3 1— 3 1
= dim T g =0
T—00 xr2 r—00 12

igy az y = x egyenletii egyenes a ferde aszimptota a +oo-ben.
Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy a —oo-ben is az y = x egyenletii
egyenes a ferde aszimptota.
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3

teljes fiiggvényvizsgalata
. els6 derlvalt
() = 322 2? — (2® +1)2z  3z? —22' -2z % -2
(xz)z - (x2)2 T g3

melynek {/2-ben van nullhelye.

(=00,0) | 0 | (0,V2) V2 | (V2,4x)

b + n. é. — 0 +
f Va n. é. N lok.min. ya
72)" +1

Tehat a /2 lokalis min.hely, értéke: f (\3@) = (\[)7—; ~ 1,8

(V2)
f L. e 327 - 2% — (2% - 2)32%  32° — (32° —62?) 6
. masodik: f"(z) = )2 = — =

melynek nincs nullhelye.

f//
f

(_0070) 0 (Oa +OO)
+ : +
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1
flz) = j teljes fiiggvényvizsgalata
T

Az el6z8ek egyetlen tablazatban:

(_OO,O) (07 \e/i) \g/i (\3/2""00)
f! + - 0 +
f Va ¢ lok.min. Ve
I + +
f - -

8. értékkészlet: R
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f(z) = x — arctg (z) teljes fiiggvényvizsgalata
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f(z) = x — arctg (z) teljes fiiggvényvizsgalata

1. értelmezési tartomany: R

2. zérushely: x = 0-ban zérus a fliggvény, mas nullhely nincs, mert
latni fogjuk, hogy szigorian monoton né.

3. paritas: paratlan (felhasznalva, hogy az arctg fliggvény paratlan):
f(—2) = — — arctg (—z) = —z — (—arctg (z)) = —f(x)

periodicitas: nem periodikus (csak egy zérushely)
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f(z) = x — arctg (z) teljes fiiggvényvizsgalata

4. értelmezési tartomany szélein hatarértékek:

lim « — arctg (z) = +oo (mert az arctg fiiggvény korlatos)
Tr—r+0o0

lim z — arctg (x) = —oo (mert az arctg fliggvény korlatos)
T——00

aszimptotak (ferde aszimptotak lehetnek):
f(z) lim £ arctg () — lim 1 arctg (z) _

a= lim —= =
r—o00 I T—00 x xT—00 x

b= lim f(z)—ax = lim x —arctg (z) — z = lim —arctg(z) = —
Tr—r0o0 Tr—ro0 xr—ro0

jus

Tehat az aszimptota egyenlete a +oo-ben y =z — 3

o= lim 1W) gy poEctel®) oo wce(@)
T——00 T T——0 xr Tr——00 €T

b= lim f(z)—ax= lim z—arctg(x)— 2= lim —arctg(x)
r—r—00 xr—>—00 xr—>—00

. . -~ -
Tehat az aszimptota egyenlete a —co-ben y =z + 7.

2

2
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f(z) = x — arctg (z) teljes fiiggvényvizsgalata

5.-6. elsé és masodik derivalt:

) 1 1+22-1 a2
L i S I e
() = 22(1 4 2?) — 22 - 22 _ 20+ 223 — 223 _
1+ a2 +aD7 (1+a2)
<0 0 O<z <0 0 0<z
f! + 0 + f" - 0 +
f | szm. n6 | — | szm. n6 f | konkav | infl. | konvex

A 0-ban nincs lokalis szélséérték, a fliggvény monoton né R-en, de
inflexiés pont azonban van.

7. 21 - 8. értékkészlet R.
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Implicit médon megadott gorbék

A koordinata rendszer gorbéi megadhatéak olyan (x,y) pontok halmaza-
ként, melyekre teljesiil egy megadott F(x,y) = 0 egyenlet. Az igy definialt
gobéket implicit médon megadott gérbéknek nevezziik. (A fiiggvény-
ként definialt grafikongorbék y = f(x) hozzarendelési szabalyat explicit
megadasnak nevezziik.)

G ={(z,y) e R?*| F(z,y) = 0}.

Példaul az 22 + 3% = 1 egyenletet kielégité x és y koordinataji pontok
halmaza egy origé kozéppontd, 1 sugra kor:

K={(z,y) eR*|2*+y* —1=0}.
Ez a gorbe, mint fliggvény csak két darabban adhaté meg

f@) = VI=a%, Dy=[-1,1 y\

X

g(x) =—v1—22, D;=[-1,1]
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Implicit gorbe érintéje

Az implicit médon adott gorbe érintéjét egy adott P(xo,y0) pontban a

d

meredeksége: Y \iszamitasaval tudjuk megadni. Ekkor a gorbe teljes
x

F(z,y) = 0 egyenletét derivaljuk.

d
F(z,y) =0 / dr
dF OF OF dy
%(may) = %(x,y) + (pTy(:v,y) e 0,

itt o olyan, hogy az y valtozét, mint konstanst tekintjiik, hasonléan
x

F—nél z-et. Ekkor
dy oOF

@(mo Yo) = —7%(9607%)
dz™ %(Imyo)

adddik az érint6 meredekségére, ha aa—F(xo,yo) #0.
Y

c e %(xo, o)
Igy az érint6egyenes egyenlete P-ben y= —aFi(m — o) + Yo-
97/(3?07 Yo
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Implicit gorbe érintéje

oF
HA — (20, y0) = 0, akkor az érintSegyenest a kdvetkezd alakban

dy
adhatjuk meg

oF oF
yy(foyyo)(y —Yo) = —g(xo,yo)(x — Zo).

Azaz OF
0= —%(xo,yo)(x — xg),

fliggéleges érintd adédik.
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Példa
Az 22 4 y? = 1 egyenletet kielégits = és y koordinataju pontok halmaza

1 v3
egy origd kdzépponta, 1 sugra kor, irjuk fel az érintsjét a P ( f)

27 2
pontban.
d
24,2
:1 - —_—
vy / dz
d
21 + 2y - 2L =0,
dx
dy ol 1 2
dx y b, V3
1 1
Az érint6 egyenese y = 75 <x — 2> + ?

F
A Q(1,0) pontban az érinté fiiggéleges, C?9—(1,0) = 0 eltlnik, igy az
Y
érintd
0-(y—0)=—-2x-1)
r =1.

i
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Paraméteresen adott sikgorbék

A paraméteresen megadott sikgorbék olyan ponthalmazok, melyek koordi-
nataparjai két fliggvény, z(t) és y(t) segitségével vannak megadva. Ezek
egy t € [a,b] paraméterintervallum felett vannak definialva.

G ={(z(t),y(t)) e R? | t€la,b]}.

Péeldaul az x(t) = cos(t) és y(t) = sin(¢) koordinataju pontok halmaza
egy origd kozéppontd, 1 sugra kér, ha t € [0, 27]

K = {(cos(t),sin(t)) € R*| ¢t € [0,2n]} .

Minden ¢ paraméterértékhez i 1 ﬁ)
pontosan egy gorbepont tartozik. /]r 27 2

t x

s ™ 1 V3
Példaul: ty = 3 akkor xg = 3 Y= —K‘\/‘
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Paraméteresen adott gorbe érintsje

Szamitsuk ki az (x(¢),y(t)) gorbe ty paraméterértékhez tartozé pontjaba

hazott érinté meredekségét.

dy(t)| _dy dt :y(to)_é . ahol i(tg) # 0.
T 0)

do(t) e dt  daxle

1 V3
A kor tg = g paraméterértékhez tartozé P <2, \2[> pontjaban

V3
3

Igy az érint6 egyenlete

()= 5) =4 5(5) ()~
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Paraméteresen adott gorbe érintsje

Az z(t) = cos®(t) és y(t) = sin®(t) koordinataju pontok halmaza egy
origd kozéppontl asztrois, melynek az x- és y-tegelyekkel egybeesnek a
szimmetriatengelyei, ¢ € [0, 27].

T 1 1
Az asztrois ty = — paraméterértékhez tartozé6 P [ —=, —= | pontjaban
07 <2\/§ 2\/5) Pom
; _ il 3 (7)) =362 (T ™o 3
£ (3) = s (5)an(3) =52 (5) = (e (5) = 35
Igy az érinté egyenlete itt 11Y
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