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19. elődás:

Integrálszámítás alkalmazásai:

terület, síkgörbe ívhossza,

forgástest térfogata, felszíne

Matematika A1 előadás 2



Függvénygrafikon ívhossza

Adott egy f : [a, b] → R differenciálható függvény, a grafikonjának az
ívhosszát szeretnénk meghatározni.

Felosztjuk az intervallumot:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

és az osztópontok feletti grafikonpontokat
(xi, f(xi)) összekötő töröttvonal hosszával
közelíthetjük az ívhosszat.

a x1 x2 x3 x4 b

x

y

Az [xi−1, xi] intervallumhoz tartozó szakasz meredeksége megegyezik egy
belső ξi ∈ [xi−1, xi] pontbeli derivált értékével (Lagrange-tétel).

Ha az intervallum hossza ∆i, akkor a függvény emelkedése f ′(ξi)∆i, és
ekkor a szakasz hossza:

√

(∆i)2 + (f ′(ξi)∆i)2 =
√

1 + (f ′(ξi))2 ∆i.
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Függvénygrafikon ívhossza

Ezek összege közelíti a grafikon ívhosszát

If [a,b] ≈
n
∑

i=1

√

1 + (f ′(ξi))2 ∆i,

ha a közelítőösszegeknek van közös határértéke a felosztás finomításakor,
akkor ez a határérték

lim
n → ∞

∆i → 0

=

n
∑

i=1

√

1 + (f ′(ξi))2 ∆i =

∫ b

a

√

1 + (f ′(x))2 dx.

Azaz, ha
√

1 + (f ′(x))2 Reimann-integrálható, akkor

If [a,b] =
∫ b

a

√

1 + (f ′(x))2 dx.
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Félkör ívhossza

Számítsuk ki az R sugarú félkör ívhosszát, azaz az R sugarú kör kerületének
felét (Rπ).

Az f(x) =
√
R2 − x2, x ∈ [−R,R] függ-

vény pontosan az origó középpontú R su-
garú "felső" félkört írja le. Ekkor

f ′(x) =
1

2
√
R2 − x2

(−2x) = − x√
R2 − x2

Így az ívhossz:

−R x R

R

x

y

I =

∫ R

−R

√

1 +

(

− x√
R2 − x2

)2

dx =

∫ R

−R

√

R2 − x2

R2 − x2
+

x2

R2 − x2
dx =

=

∫ R

−R

√

R2

R2 − x2
dx =

∫ R

−R

1
√

1− x2

R2

dx =

∫ R

−R

1
√

1−
(

x
R

)2
dx =

=
[

R arcsin
( x

R

)]R

−R
= R arcsin(1)−R arcsin(−1) = R

π

2
−R

(

−π

2

)

= Rπ.

Matematika A1 előadás 5



Láncgörbe ívhossza

Számítsuk ki az f(x) = ch(x), x ∈ [−1, 1] láncgörbe darabjának ív-
hosszát!

−1 1

1

2

x

y
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Láncgörbe ívhossza

Számítsuk ki az f(x) = ch(x), x ∈ [−1, 1] láncgörbe darabjának ív-
hosszát!

−1 1

1

2

x

y

f ′(x) = sh(x), és így az ívhossz:

∫ 1

−1

√

1 + sh2(x) dx =

∫ 1

−1

ch(x) dx =
[

sh(x)
]1

−1
=

= sh(1)− sh(−1) = 2sh(1) = 2
e− e−1

2
= e− 1

e
.
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Forgástestek

Adott egy folytonos f(x) függvény, mely csak nemnegatív értékeket vesz
fel az [a, b] intervallumon.

Ennek grafikonját az x tengely körül
megforgatjuk (térben).

Így egy forgásfelületet kapunk.
a b

−1

1

x

y

Példák:

f(x) = c ekkor egy hengert kapunk

f(x) = ax ekkor egy kúpot vagy csonkakúpot kapunk

f(x) =
√
R2 − x2 egy gömb
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Forgástestek térfogata

Felosztjuk az intervallumot:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

és az osztópontok feletti [xi−1, xi], ∆i hosszú intervallumhoz tartozó for-
gástest darabka térfogatát közelítjük.

Egy közbülső, f(ξi) sugarú, ∆i magassá-
gú henger térfogatával közelítjük, azaz

Vi = f2(ξi)π∆i

Ezek összege:
n
∑

i=1

f2(ξi)π∆i.

xi−1ξi xi

f(ξi)

x

y

Az f : [a, b] → R függvény grafikonjának x tengely körül való forgatásával
kapott forgástest térfogata a közelítőösszegek határértékeként

π

∫ b

a

f2(x) dx.
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Gömb térfogata

f(x) =
√
R2 − x2 félkörív körbeforgatásával kapott gömb:

V = π

∫ R

−R

√

R2 − x2
2
dx = π

∫ R

−R

R2 − x2 dx = π

[

R2x− x3

3

]R

−R

=

= π

(

R3 − R3

3
−
(

−R3 − (−R)3

3

))

=
4π

3
R3
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Forgástestek felszíne

Adott egy folytonos f(x) függvény, mely csak nemnegatív értékeket vesz
fel az [a, b] intervallumon.

Ennek grafikonját az x tengely körül megforgatjuk (térben). Így egy for-
gásfelületet kapunk.

A forgástest palástjának felszínét számoljuk, az alapkörök területét nem.

Az [a, b] intervallum felosztásával, egy ∆i hosszúságú intervallumhoz tar-
tozó forgástest darabka felszínét egy közbülső, kb. f(ξi) sugarú, ∆i ma-
gasságú csonkakúp palástfelszínével közelítjük. Azaz

Fi = 2πf(ξi)
√

1 + (f ′(ξi))2∆i.

Ezek összege:
n
∑

i=1

2πf(ξi)
√

1 + (f ′(ξi))2∆i.
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Így az f : [a, b] → R függvény grafikonjának x tengely körül való forgatá-
sával kapott forgástest felszíne:

2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

Példa:

f(x) =
√
R2 − x2 félkörív körbeforgatásával kapott gömb:

A = 2π

∫ R

−R

√

R2 − x2

√

1 +
x2

R2 − x2
dx = 2π

∫ R

−R

√

R2 − x2 + x2 dx =

= 2π

∫ R

−R

R dx = 2π[Rx]R
−R = 2π

(

R2 −
(

−R2
))

= 4πR2.
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Kúp térfogata

Az R sugarú körlap alapú, M magasságú kúpot az alábbi függvény meg-
forgatásával kapjuk meg:

f(x) =
R

M
x x ∈ [0,M ]

Ennek térfogata:
M

R

x

y

V = π

∫ M

0

(

R

M
x

)2

dx = π
R2

M2

∫ M

0

x2 dx = π
R2

M2

[

x3

3

]M

0

=

= π
R2

M2

M3

3
=

R2Mπ

3
.

Matematika A1 előadás 12



Kúp felszíne

A függvény deriváltja: f ′(x) =
R

M
, és ezzel a felszíne:

A = 2π

∫ M

0

R

M
x

√

1 +

(

R

M

)2

dx = 2π
R

M

√

M2 +R2

M2

∫ M

0

x dx =

= 2π
R

M

√
M2 +R2

M

[

x2

2

]M

0

= 2π
R
√
M2 +R2

M2

M2

2
= πR

√

M2 +R2.
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Forgástest felszíne helyettesítéses integrállal

Tórusz: r sugarú (0, a) középpontú kör megforgatása az x-tengely körül.

f1(x) = a+
√
r2 − x2 - felső félkör

f2(x) = a−
√
r2 − x2 - alsó félkör

(f ′

1,2(x))
2 =

x2

r2 − x2
.

F =

∫ r

−r

2πf1(x)
√

1 + (f ′

1(x))
2 dx+

∫ r

−r

2πf2(x)
√

1 + (f ′

2(x))
2 dx =

a

x

y

2π(2a)

∫

r

−r

√

1 +
x
2

r
2
− x

2
dx = 4πa

∫

r

−r

√

r
2

r
2
− x

2
dx = 4πa

∫

r

−r

r

√

r
2
− x

2
dx
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4πa

∫ r

−r

r√
r2 − x2

dx =

Helyettesítve x = r cos(t),
√
r2 − x2 = r sin(t),

dx

dt
= −r sin(t),

Ha x = r  t1 = 0,és ha x = −r, t2 = π

−4πa

∫ π

0

r

r sin(t)
− r sin(t) dt = 4πa

∫ π

0

r dt = 4πa
[

r · t
]π

0
=

= 4πar(π − 0) = 4π2ar.
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