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20. elődás:

Határozott integrálok kiszámítása

integrálási technikákkal
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Határozott integrál kiszámítása parciális integrálással

∫ b

a

f(x)g′(x) dx =
[

f(x)g(x)
]b

a
−
∫ b

a

f ′(x)g(x) dx

Példa:

∫ e

1

x lnx dx =

[

x2

2
lnx

]e

1

−
∫ e

1

1

x

x2

2
dx =

e2

2
− 0−

∫ e

1

x

2
dx =

f(x) = lnx

g′(x) = x

f ′(x) = 1
x

g(x) = x2

2

=
e2

2
−
[

x2

4

]e

1

=
e2

2
−
(

e2

4
− 1

4

)

=
e2

4
+

1

4
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Feladat

π/2
∫

π/4

x cos(2x) dx =

[

x
sin(2x)

2

]π/2

π/4

−
π/2
∫

π/4

sin(2x)

2
dx =

f(x) = x

g′(x) = cos(2x)

f ′(x) = 1

g(x) = sin(2x)
2

= 0− π

8
−
[

−cos(2x)

4

]π/2

π/4

= −π

8
−
(

−−1

4
− 0

)

= −π

8
− 1

4
.
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Határozott integrál kiszámítása helyettesítéses integrálással

∫ b

a

f(x) dx =

∫ tb

ta

f(x(t))x′(t) dt,

ahol x = x(t) monoton függvény és x(ta) = a, x(tb) = b.

Példa:
∫ 1

0

ex

e2x + 1
dx

Ha t = ex ⇒ x(t) = ln t, melynek deriváltja: x′(t) =
1

t
.

Határok: ha x = 0, akkor t0 = e0 = 1, ha x = 1, akkor t1 = e1 = e.

=

∫ e

1

t

t2 + 1

1

t
dt =

∫ e

1

1

t2 + 1
dt =

[

arctg(t)
]e

1
= arctg(e)− π

4
.
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Feladat

∫ π2

0

sin(
√
x) dx =

Ha t =
√
x ⇒ x = t2, ha t > 0, és

dx

dt
= 2t.

Határok: x = π2
 t = π x = 0 t = 0

=

∫ π

0

sin(t) · 2t dt = 2

∫ π

0

t sin(t) dt =

f(t) = t, g′(t) = sin(t) −→ f ′(t) = 1, g(t) = − cos(t)

= 2

(

[

− t cos(t)
]π

0
−
∫ π

0

− cos(t) dt

)

= 2
(

−π · (−1) +
[

sin(t)
]π

0

)

= 2π.
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Határozott integrál kiszámítása parciális törtekre bontással

∫ 3

2

x4 + 1

x2(x− 1)
dx =

∫ 3

2

(x+ 1) +
x2 + 1

x2(x− 1)
dx =

[

x2

2
+ x

]3

2

+

+

∫ 3

2

A

x
+

B

x2
+

C

(x− 1)
dx =

x2 + 1

x2(x− 1)
=

Ax(x− 1) +B(x− 1) + Cx2

x2(x− 1)
=

Ax2 −Ax+Bx−B + Cx2

x2(x− 1)

A+ C = 1, B −A = 0, −B = 1 ⇒ A = −1, B = −1, C = 2.

=

(

15

2
− 4

)

+

∫ 3

2

−1

x
+
−1

x2
+

2

(x− 1)
dx =

7

2
+

[

− ln |x|+ 1

x
+ 2 ln |x− 1|

]3

2

=

7

2
− ln(3) + ln(2) +

1

3
− 1

2
+ 2 ln(2)− 2 ln(1) =

10

3
− ln(3) + 3 ln(2).
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