1. Gyakorlat - Megoldasok
Kozépiskolai ismeretek ismétlése.

F1. (Halmazmiiveletek). Lassuk be, hogy a kovetkezd halmazok esetén teljesiil, hogy A C C,
A#C,BUC=C, AnB = {2,10}, ahol

A={1,210}, B={reZ|z>1}, C={recZ|s*>1}.
Megoldas [F1]. A C C mert Va€ ArtaacC

’=1>1=1€C
2=4>1=2eC

102=100>1=10€ C

De példaul 32 > 1 szintén, mikdzben 3 ¢ A, igy A # C. Ezért frhatjuk azt is, hogy A C C valodi
részhalmaz.

BUC = C mivel B C C belathato, hiszen Vb € B-re b € C

B={2,3,4,..)

C={..,-2-11,23.4,...}

ANB = {1,2,10} N {2,3,4,...} = {2,10}, pontosan két elem van A-ban, ami B-ben is
szerepel.
F2. (Egyenletek megoldasa). Oldjuk meg R-en a kovetkezd egyenleteket és szemléltessiik meg-

oldashalmazukat a szamegyenesen:

(a) z+2=+/4x + 13, (b) (Hf) 3z =+zx+3+1
3z + 2 T+95
(c) p— ‘ =3, (d) (Hf) 5 ‘:1.




Megoldas [F2]. (a) A gyokvonas miatt 4z + 13 > 0, azaz © > —13/4. Az egyenletet négyzetre

emelve esetleg hamis gyokoket kaphatunk:

(x+2)> =4 +13

P +dr+4=4x+13 [/ —4dr—4

Visszahelyettesitve ezeket az eredeti egyenletbe

0=34+2=vV4-3+13=vV25=5

—1=-3+2#4/4-(-3)+13=v—-12+13=V1=1

azt kapjuk, hogy az x = 3 a helyes megoldés, az x* = —3 nem megoldés.
(b) x = 1 megoldés, az x = —2/9 nem megoldas.
(c) Kikotjik, hogy x — 1 # 0, azaz x # 1. Egy szam abszolat értéke pontosan akkor 3, ha a szam

—3 vagy +3. Tehat két eset van:

3 2
T + _3

r—1

3x+2=3r-3 / — 3z
24 -3
azaz itt nincs megoldas, vagy

3r+2
T+ __3

r—1

3x+2=-3v+3 /+ 3z —2

6r=1

1
azaz T = 6(7& 1) az egyetlen megoldas.

(d)x = —3 vagy © = —T.



F3. (Abszolutértékes egyenlgtlenség megoldasa). Oldjuk meg R-en a kovetkezd egyenlét-

lenséget, és szemléltessiik a megoldashalmazt a szédmegyenesen:

20+ 5

(@) -

<3, (b) (Hf)

T+ 2
2

21

Megoldas [F3]. (a)Egy szam abszolut értéke pontosan akkor legfeljebb 3, ha a szam —3 és 3

kozott van:

2
3<P T2 oy /-2
2
—-6<r+2<6 /—2
—8<xr<4

tehat a megoldas: = € [—8,4].

I
(0.¢]
(@)
Y }

(b)x € (—o0, —4] U [—1,00)

F4. (Egyenl6tlenségrendszer felirasa). Irjunk fel olyan egyenl6tlenségrendszert, melynek meg-
oldashalmaza az A(0,0), B(0,5) és C(1,3) cstucspontu haromszog belseje!

Megoldas [F4].

AB oldalegyenese az y-tengely, melynek egyenlete , ettdl jobbra 1év6 pontok halmaza:

AC oldalegyenes meredéksége (3 —0)/(1 —0) = 3 igy az egyenlete y = 3z + 0 (dtmegy az origon).
A héromszog belseje ezen egyenes felett van, igy a megfelels egyenlGtlenség: y > 3.

A BC oldalegyenes meredekége —2, igy az egyenlete y = —2x + 5, mert az y-tengelyt az 5-nél

metszi. A haromszog belseje ezen egyenes alatt van, igy a megfelels egyenltlenség: y < —2x + 5.



B(0,5)

C(1,3)

ﬁr(o, 0) \ h

F5. (Korok és parabolak abrazolasa). Vazlatosan abrazoljuk azon pontok mértani helyét a

stkon, melyekre az alabbi egyenlStlenségek egyszerre teljestilnek
2, .2 . 2
4y +2y<3 és Yo < x4+ 2.
Megoldas [F5]. Az els6 egyenlStlenséget teljes négyzetté alakitjuk:

2?4+ (y+1)*-1<3

2+ (y+1)* < 4,

ami egy (0, —1) kozéppontu, 2 sugara kor belseje.

A masodik egyenlétlenségnél elGszor csak a hatargérbét tekintsiik:
vi=x+2.

Ez egy parabola, melynek szimmetriatengelye az y = —0/(2-1) = 0 azaz az x-tengely. Csucspontja
az y = 0 behelyettesitésével adodik (—2,0). A gorbe y-tengellyel vett metszéspontjai az x = 0 és

y = ++/2 koordinataju pontok. Ennek a belss pontjai az egyenlStlenséget kielégits pontok.



F6. (Hf) Vazlatosan abrazoljuk azon pontok mértani helyét a sikon, melyekre az alabbi egyen-

I6tlenségek egyszerre teljesiilnek

Pyt >4 s oy<at+ 1

Megoldas [F6].

Opcionalis(ha marad idg)

F7. (Teljes indukcio). Bizonyitsuk be teljes indukciéval minden n > 0 egész szamra, hogy

—~k(k+1) n+1

Megoldas [F7]. Han=1

ORISR S
kzlk:k:+1 1-(1+1) 2 141



Tegyiik fel n = N-re igaz, azaz

N ) N
; k(k+1) “ N1 (indukcios feltétel)
Vizsgaljuk n = N + 1-re
N+1 1 - i 1 + 1 i
o k1) - ~k(k+1)  (N+1)(N+2) (ind.felt.).
= 1 NWN+2+1 N 42N+1  (N+1)P N+l

TNF1l (NeD(V+2) NI D(N+2) (N+)(N+2) (N4D(N+2) N+2

F8. (Indirekt bizonyitas). Igazoljuk, hogy v/5 irracionélis szam.
Megoldas [F8]. Tegyiik fel indirekt, hogy v/5 racionalis, ekkor 3 p, ¢ € Z, ugy hogy v/5 = p/q.
Legyen p és ¢ olyan pozitiv egész, hogy a tort tovabb mar nem egyszeriisithets (azaz nincs kozos

osztojuk). Ekkor

Vo=plg /-q
V5-qg=p /az egyenletet négyzetre emeljiik, hisz p, ¢ > 0
5¢% = p? /25 ekkor p-nek osztoja kell legyen az 5, tehat r = p/5 egész

2
és mivel a jobb oldalon egész szam all, ezért % is egész szam kell, hogy legyen, tehat ¢-nak is

osztoja az 5. Igy talaltunk egy kozos osztot p-re és g-ra, ami ellentmond annak, hogy p/q tovabb

nem egyszeriisithets. Ezért az eredeti feltevésiink hamis kell, hogy legyen.



