BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

MOE oY ETEN 72

Matematika A1l el6adas

Budapesti Miiszaki- és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Gazdasag- és Tarsadalomtudomanyi Kar

Nemzetkozi gazdalkodas és Pénziigy és szamvitel alapszakok
2025. Gsz
Balla-S.né Béla Szilvia

belus@math.bme.hu
geometria.math.bme.hu/bela-szilvia




3. el6das:
Fliggvények elemi tulajdonsagai.
Nevezetes fiiggvények.
Fliggvények kompozicidja és invertalasa.

Matematika Al eladas 2



Fliggvények

Egy egyvaltozés valos fiiggvény f : Dy — B C R, a Dy és B va-
|6s szamhalmazok kozdtt létesit megfeleltetést agy, hogy minden « € Dy
elemhez egyértelmiien rendel y = f(x) € B elemet. A fiiggvény érték-
készlete Ry C B azon elemek halmaza, melyek fiiggvényértékként eléall-
nak. Jelolés: Dy - értelmezési tartomany, Ry - értékkészlet.

fraw— flx).
A fliggvények hozzarendelési tipusai lehetnek:

injektiv sziirjektiv bijektiv
o1 £ 22 = f(z1) # flw2) Vyrdzs = y1 = f(z1) 21 # 22 = f(21) # f(=z2)
/\Vy13111 = Y1 = f(ml)

Df B Df B Df B
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Fliggvénygrafikon

Ha f : « — f(z) valés fiiggvény, akkor a G = {(z, f(x))|z € Dy}
valés szamparok halmaza a fiiggvény grafikonjanak pontjai a koordinata-
rendszerben.

Ha az (z,y) pont illeszkedik egy f valés fliggvény grafikonjara, akkor az
adott pont koordinatai kielégitik az y = f(x) egyenletet.

Mivel a fiiggvényhozzarendelésben minden x értékhez egyértelmden rende-
link y = f(x) értéket, ezért minden fiiggéleges egyenes (z = ¢) legfeljebb
egyszer metszheti at a fiiggvény grafikonjat (vertikalis teszt).
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Fiiggvények értelmezési tartomanya

Valés fliggvények természetes értelmezési tartomanyan azt a legb6vebb
valds szamhalmazt értjiik, melynek elemeire kiszamithaté a fiiggvényérték.

Néhany egyszeriibb fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:

f(x) Dy Ry
a-x+b (—00,0) (—00,0)
x? (—00, 00) [0, 0)
1/x (—00,0) U (0,00) | (—00,0) U (0,00)
Vi [0, 00) [0, 00)
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Nevezetes fliggvények - Az abszolutérték-fliggvény

Definicié: Az f: R — R abszolatérték-fiiggvény az a hozzarendelés, mely
minden valés x € R szamhoz a szam abszolatértékét rendeli, azaz

x, x>0,
Frae f(@) = ol =
-, z <0
nem injektiv, mert példaul |1| = | —1| =1, és R; = [0, c0).
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Nevezetes fliggvények - Az abszolutérték-fliggvény

Definicié: Az f: R — R abszolatérték-fiiggvény az a hozzarendelés, mely
minden valés x € R szamhoz a szam abszolatértékét rendeli, azaz

x, x>0,
fra— flz):=|z| =
-, z <0
nem injektiv, mert példaul |1| = | —1| =1, és R; = [0, c0).
Grafikonjat tgy kaphatjuk meg, hogy tekint- y f@=lal
juk a g(z) = «x fuggvényt, majd ennek a fiig-
génynek az x-tengely alatti pontjait tiikroz- 1+
ziik az x-tegelyre. ‘ ‘ ‘ Lz
-2 -1 1 2
11
g(z) ==
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Nevezetes fliggvények - Az abszolutérték-fliggvény

Definicié: Az f: R — R abszolatérték-fiiggvény az a hozzarendelés, mely
minden valés x € R szamhoz a szam abszolatértékét rendeli, azaz

x, x>0,
froes f@)i= ol =
-, z <0
nem injektiv, mert példaul |1| = | —1| =1, és R; = [0, c0).
Grafikonjat tgy kaphatjuk meg, hogy tekint- y f@=lal
juk a g(z) = «x fuggvényt, majd ennek a fiig-
génynek az x-tengely alatti pontjait tiikroz- : 14
ziik az x-tegelyre. . ‘ x
-2 -1 1 2
1 _1 i
g(z) ==
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Nevezetes fliggvények - Az abszolutérték-fliggvény

Definicié: Az f: R — R abszolatérték-fiiggvény az a hozzarendelés, mely
minden valés x € R szamhoz a szam abszolatértékét rendeli, azaz

x, x>0,
fra— flz):=|z| =
-, z <0
nem injektiv, mert példaul |1| = | —1| =1, és R; = [0, c0).
Grafikonjat tgy kaphatjuk meg, hogy tekint- y @)=l
juk a g(z) = «x fuggvényt, majd ennek a fiig-
génynek az x-tengely alatti pontjait tiikroz- : 1+
ziik az z-tegelyre. ! ‘ x
_ —2 -1 12
Megjegyzés: Ezzel a moddszerrel bar- 1
mely fiiggvényhozzarendelés abszolatértéké-
nek grafikonja is megrajzolhatd! 9(z) = o
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Figgvénytulajdonsagok - Paritas

Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvény

® paros, ha z € D esetén —z € Dy, és f(—x) = f(x).
A grafikon az y tengelyre tiikrds.

e paratlan, ha € Dy esetén —z € Dy, és f(—z) = —f(x).
A grafikon az origéra tiikros.

Példak:
22, |z|: paros
x, x%:  péaratl

, x%:  paratlan

Paros fiiggvények dsszege is paros, paratlan fliggvények Gsszege is paratlan!

A paritas vizsgalatat csak akkor hajtjuk végre, ha az értelmezési tartomany
a nullara szimmetrikusan helyezkedik el a szamegyenesen.
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Fiiggvénytulajdonsagok - Monotonitas

Az f fuggvény egy I = (a,b) C Dy intervallumon

® monoton né, ha V1,20 € I, 21 < 22 = f(21) < f(22).
® szigorian monoton ng, ha Va1, 20 € I, 21 < 22 = f(21) < f(x2).
* monoton csokken, ha Va1, 20 € I, 21 < 20 = f(x1) > f(x2).
¢ szigoriian mon. csékken, ha V1,15 € I, 11 < 23 = f(z1) > f(22).
® monoton, ha f(z) az I-n monoton né vagy monoton csokken.

® szigorian monoton, ha f(z) az I-n szigordan monoton né vagy

szigorian monoton csokken.

Példak:

f(x) = x szigortan monoton n8 R-en.
2

g(x) = x* szigorGan monoton cskken (—o0,0]-n, és szigortan monoton
né [0, 4+o00)-n, de R-en nem monoton.

Ha egy fiiggvény egyszerre monoton né és monoton csokken egy interval-
lumon, akkor az az intervallumon konstans fiiggvény.
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Nevezetes fliggvények - Hatvanyfiiggvények

Az f(z) = x™ figgvény (n € Z*) értelmezési tartomanya Dy = R a teljes
valés szamok halmaza. Grafikonja paros n esetén parabolahoz hasonlit,
paros fliggvény. Paratlan n esetén monoton névekvé a fliggvény, grafikonja
n > 3 esetén az 3 grafikonjahoz hasonlit, paratlan fiiggvény.

Y
2 1
1 1
‘ x

—9 — 1 2
—x
-1 22
3
-9 4
S
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Nevezetes fliggvények - Hatvanyfiiggvények negativ kitevével

1
Az f(r) = o™ = — fiiggvény (n € Z") értelmezési tartomanyabdl
x
kizarjuk a nullat Dy = R\ {0}. Grafikonja paratlan n esetén paratlan,
hiperboldhoz hasonl6 (n = 1-re hiperbola), és teljes D s-en monoton csok-
ken a fliggvény. Paros n-re paros a fliggvény, ilyenkor (—oo, 0)-on monoton
ndvekvs, (0,00)-on monoton csokkend.

Y

ﬁw‘,_.&w‘,_.gg |=
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Nevezetes fiiggvények - Gyokfiiggvények (tort kitevdk)

Az f(z) = Yz = zw fiiggvény paros n esetén csak a nemnegativ érté-
kekre van értelmezve Dy = [0,00). Paratlan n esetén Dy = R, paratlan
fiiggvény. Minden n € Z*-re a gyokfiiggvények a teljes értelmezési tarto-
manyukon monoton ndvekeddek.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (x + 1) fiiggvény grafikonjat a 22 fiiggvény grafikonjanak 1
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha x helyére (x — a)-t (vagy (z + a)-t) irunk a fiiggvénybe
a > 0 esetén, akkor a grafikont a-val balra (jobbra) toljuk.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 1.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = (z + 1) — 3 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (x + 1) fiiggvény grafikonjat a 22 fiiggvény grafikonjanak 1
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha x helyére (x — a)-t (vagy (z + a)-t) irunk a fiiggvénybe
a > 0 esetén, akkor a grafikont a-val balra (jobbra) toljuk.

Az f(r) = (x+1)% -3 fiiggvény grafikonjat a g(x) fiiggvény grafikonjanak
3-mal valé lefelé tolasaval kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-hez hozzdadunk (levonunk) b > 0-t, akkor a
grafikont b-vel felfelé (lefelé) toljuk.

Matematika Al eladas

12



Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.
Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = /x — 2 fliggvény grafikonjat a /x fliggvény grafikonjanak 2
egységgel valé jobbra tolasaval kapjuk.

61y
4 1
Nz
2 g(x)
/ x
2 4
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 2.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 3v/x — 2 fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = /x — 2 fliggvény grafikonjat a /x fliggvény grafikonjanak 2
egységgel valé jobbra tolasaval kapjuk.

Az f(xz) = 3y/x — 2 fliggvény grafikonjat a g(x) fliggvény grafikonjanak y
iranyd 3-szorosara nyijtasaval kapjuk.

Altalsnosan: ha az f(x)-et szorozzuk (osztjuk) b > 1 szammal, akkor a
grafikont az y-tengely iranyaba nydjtjuk (6sszenyomjuk).

61y
f(@)
4 i
| VE
2 9(x)
l ‘ x
2 4
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

A h(z) = —(z + 3)? fiiggvény grafikonjat a () fiiggvény grafikonjanak
x-tengelyre tiikrozésével kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-et —1-gyel szorozzuk, akkor a grafikont az x-
tengelyre tiikrézziik.
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Fliggvényabrazolas transzformaciokkal 3.

Példa. Abrazoljuk az f(z) = 1 — (x + 3)? fiiggvény grafikonjat.

A g(x) = (r + 3)° fiiggvény grafikonjat az 2 fiiggvény grafikonjanak 3
egységgel valé balra tolasaval kapjuk.

A h(z) = —(z + 3)? fiiggvény grafikonjat a () fiiggvény grafikonjanak
x-tengelyre tiikrozésével kapjuk.

Altalanosan: ha az f(x)-et —1-gyel szorozzuk, akkor a grafikont az x-
tengelyre tiikrézziik.

Végiil az f(x) = 1 — (x + 3)3 fiiggvény grafikonjat a h(x) fiiggvény grafi-
konjanak 1-gyel valé felfelé tolasaval kapjuk.
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Fliggvénykompozicié

Hag: A — B é f: B — C, ahol B' C B, akkor f és g ebben a
sorrendben vett kompozicidja

fog:A—=C
(fog)(z) = f(g(x))
A f a kiils6, mig g a belsd fiiggvény.

Ha f: Dy = Résg: Dy — R (Dy, Dy C R), akkor az f o g Osszetett
fliggvény értelmezési tartomanya:

Dyog={x €Dy |g(x)e Dy} ={z €R |z €D, és g(x) € Dy}.

Példa:  f(z) =z ésg(x)=2x+1

(fog)(@) = flg(x)) = f2z+1) = V2w +1 204120, (z>—1/2)
(9o f)(x) =g(f(x) =g (Va) =2Vx +1 x>0
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Fliggvénykompozicié - Példa

Az el6z6 példa szemléletesen:

Az y
3 4
. 1
flgx)) =v2e +1= 2<x+2> 24
. . , 1
fliggvény grafikonjat a /x fliggvényt /
1-del balra tolva, majd v/2-vel fiiggs- ‘ ; r
legesen nydjtva kapjuk. -05 1 2
4 4 2 1
y Vil
A
g(f(@) = 2/T +1
. 21
fliggvény grafikonjat a /x fliggvényt vz
2-vel fliggélegesen nyajtva, majd 1-
gyel felfelé tolva kapjuk. x
1 2
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Fliggvények invertalasa

Az f~' : Ry — Dy fiiggvény az f : = — f(x), Dy — Ry injektiv
fliggvény inverze, ha barmely y € R; elemhez azt az x-et rendeli hozza,
melyre f(x) =y.
Az 1 inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az f fiiggvény értékkész-
lete.
A definiciobél az kovetkezik, hogy (f~1o f)(z) = f~1 (f(x)) = .
Ha f fliggvény grafikonjat tengelyesen tiikrézziik az y = x egyenesre, akkor
pontosan f~! grafikonjat kapjuk.
Egyszeriibb példak:
f(x) = |z| nem injektiv, igy nincs inverze.
f(x) = x inverze 6nmaga: f~!(z) = z.

-b
f(x) = ax +binverze f~1(x) = 72 haa #0 (kov. példa).

a

f(x) = 22 nem injektiv, de ha csak a [0, +00) intervallumon értelmezziik,
akkor injektiv, és az inverze: f~1(z) = /7.
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:
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Fliggvények invertalasa

Példa. Az f(z) = 3z + 1 fiiggvény inverze:

41y
f)=y
3z -+ 1= Yy 24
Jr=y—1

Yy — 1 - : I
=3 —4 -2 2 4

tehat f~l(y) = . ez “2

1 r—1
) =1 .
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze
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Fliggvények invertalasa

Példa: A g(xz) =+/xz — 1, x > 1 fliggvény inverze

g(z) =y
Vr—1=y
y=z-1
Vrl=z,2>1-y>0 ‘
—4 —2
tehat g1 (y) = y>+1, y > 0, azaz 1

gl x)=2>+1,2>0
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Osszefoglalé: Fiiggvények

® Mit neveziink egyvaltozés valés fiiggvénynek? Mondja ki a definiciét!

® Hogyan definialjuk egy valés fliggvény grafikonjat, mikor mondjuk,
hogy egy P(x,y) pont illeszkedik a grafikonra?

® Fogalmazza meg, hogy mikor neveziink egy fiiggvényt parosnak/paratlannak,
adjon példat paros/paratlan fiiggvényre!

® Mikor neveziink egy fliggvényt (szigorian) monoton csokkenének /ndvekvénel
egy adott intervallumon? Adjon példat!

® Mit értiink azon, hogy az f fliiggvény invertalhato, és hogyan definialja
flet?
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