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4. elédas:
Polinomok
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apa"+an_ 12" '+ +aratag, a, #0, a € R, neN
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(l‘) — anxn‘i‘an—lxn_l_F' ° '+CL1£U+CL(], CLn 3& 07 a’k E R’ n e N

p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apa"+a,_12" 4 Harztag, a, #0,a, € R, neEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n

a,, foegyiitthato,
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = ap2"+a, 2" - Faztag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n

a, foegyiitthaté, a; egyiitthatok,
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n

a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag

Peldaul:  3z5—2x + 12
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag

Peldaul:  3z°—2x + 12 fokszam: 5
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag

Példaul:  3x°—2z + 12 fokszam: 5, f&egyiitthaté: 3
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag

Példaul:  3x°—2z + 12 fokszam: 5, f&egyiitthaté: 3,
egylitthaték: 3, —2
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Polinomok

Azokat az egyvaltozoés kifejezéseket, melyeket a kovetkezd alakban irhatunk
fel, valés egyiitthat6s polinomoknak nevezziik:

p(z) = apx"+a, 2" - Faxtag, a, #0,a0, €R, nEN
p(zx) polinom fokszama: n jelolése: degp =n
a, féegyiitthatd, « egyiitthaték, a( konstans tag

Példaul:  3x°—2z + 12 fokszam: 5, f&egyiitthaté: 3,
egylitthaték: 3, —2, konstans tag: 12.

Specialis esetek:
p(z) = ¢ konstans polinom (deg = 0)

p(z) = ax + b linearis polinom (deg = 1, feltéve a # 0.)
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Polinomok gydkei

Polinom nullhelye vagy gybke: az az x szam, melyre p(z() = 0.

Matematika Al elSadas



Polinomok gydkei

Polinom nullhelye vagy gybke: az az x szam, melyre p(z() = 0.

Példa(korabbi parabola)
—2® +4r-3=0

egyenlet megoldasai z; 5 =1, 3.

Ezért az (1,0) és (3,0) pontokon at-
megy a gorbe.

Tovabba felirhaté agy, hogy:

—2? +4z -3 =—(v—1)(z - 3).
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Polinomok gydkei

Polinom nullhelye vagy gybke: az az x szam, melyre p(z() = 0.

Példa(korabbi parabola)
—2® +4r-3=0

egyenlet megoldasai z; 5 =1, 3.

Ezért az (1,0) és (3,0) pontokon at-
megy a gorbe.

Tovabba felirhaté agy, hogy:

—2? +4z -3 =—(v—1)(z - 3).

Bézout-tétel: Ha z( gydke a p(x) n-ed fokd polinomnak, akkor létezik
egy q(x) polinom, melyre p(x) = (x — x¢) - q(z). Azaz az x — x¢ els6foki
polinom legalabb egyszer kiemelhets p(x)-bél.
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Polinomok gyoktényezés alakja

Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!
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Polinomok gyoktényezés alakja

Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!

x =0 gydk lesz (0 a konstans tag), tehat (z — 0) = = kiemelhets:

23+ 20% =2+ 224 1).
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Polinomok gyoktényezés alakja

Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!

x =0 gydk lesz (0 a konstans tag), tehat (z — 0) = = kiemelhets:
23+ 20% =2+ 224 1).

Tudjuk, hogy 22422 +1 = (z+1)?, tehat x = —1 is gydk, (z+1) szintén
kiemelheté:

P2t tr=a@+1)(z+1)=a(x+1)>%
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Polinomok gyoktényezés alakja

Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!

x =0 gydk lesz (0 a konstans tag), tehat (z — 0) = = kiemelhets:
23+ 20% =2+ 224 1).

Tudjuk, hogy 22422 +1 = (z+1)?, tehat x = —1 is gydk, (z+1) szintén
kiemelheté:

P2t tr=a@+1)(z+1)=a(x+1)>%

A polinomot els6foki polinomok — (x—x) alaki gyoktényezék — szorzatara
bontottuk.
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Polinomok gyoktényezés alakja
Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!
x =0 gydk lesz (0 a konstans tag), tehat (z — 0) = = kiemelhets:
23+ 20% =2+ 224 1).

Tudjuk, hogy 22422 +1 = (z+1)?, tehat x = —1 is gydk, (z+1) szintén
kiemelheté:

P2t tr=a@+1)(z+1)=a(x+1)>%

A polinomot els6foki polinomok — (x—x) alaki gyoktényezék — szorzatara
bontottuk.

Egy polinom xz gyokének multiplicitasan azt a legnagyobb k € Z* kitevét
értjiik, melyre (z — x¢)* kiemelhets a polinombdl.
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Polinomok gyoktényezés alakja

Példa: Vizsgaljuk az 23 + 222 + 2 polinomot!

x =0 gydk lesz (0 a konstans tag), tehat (z — 0) = = kiemelhets:
23+ 20% =2+ 224 1).

Tudjuk, hogy 22422 +1 = (z+1)?, tehat x = —1 is gydk, (z+1) szintén
kiemelheté:

P2t tr=a@+1)(z+1)=a(x+1)>%
A polinomot els6foki polinomok — (x—x) alaki gyoktényezék — szorzatara
bontottuk.

Egy polinom xz gyokének multiplicitasan azt a legnagyobb k € Z* kitevét
értjiik, melyre (z — x¢)* kiemelhets a polinombdl.
Példaban:

® 1 = 0 egyszeres gyok, multiplicitasa 1,

® 1 = —1 kétszeres gyok, multiplicitasa 2.
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Polinomok gyoktényezés alakja

Egy p(x) polinom irreducibilis a val6és szamok felett, ha minden lehetsé-
ges p(z) = q(x) - r(x) valés polinomokbdl allé szorzatra bontasa esetén
valamelyik tényez& konstans polinom.
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Polinomok gyoktényezés alakja

Egy p(x) polinom irreducibilis a val6és szamok felett, ha minden lehetsé-
ges p(z) = q(x) - r(x) valés polinomokbdl allé szorzatra bontasa esetén
valamelyik tényez& konstans polinom.

Korabbi példaban: A megadott  + 1 gyoktényezs irreducibilis, hiszen
mar elséfoka polinom (két legalabb elsé foka polinom szorzata legalabb
masodfoki lesz).
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Polinomok gyoktényezés alakja

Egy p(x) polinom irreducibilis a val6és szamok felett, ha minden lehetsé-
ges p(xz) = q(x) - r(x) valés polinomokbdl all6 szorzatra bontasa esetén
valamelyik tényez& konstans polinom.

Korabbi példaban: A megadott  + 1 gyoktényezs irreducibilis, hiszen
mar elséfoka polinom (két legalabb elsé foka polinom szorzata legalabb
masodfoki lesz).

Tovabba példaul az 22 + 1 polinom nem bonthaté gyoktényezdkre, mert
nincs gydke a polinomnak (22 = —1 nem oldhaté meg a valés szamok
felett), azaz irreducibilis.
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Polinomok gyoktényezés alakja

Egy p(x) polinom irreducibilis a val6és szamok felett, ha minden lehetsé-
ges p(xz) = q(x) - r(x) valés polinomokbdl all6 szorzatra bontasa esetén
valamelyik tényez& konstans polinom.

Korabbi példaban: A megadott  + 1 gyoktényezs irreducibilis, hiszen
mar elséfoka polinom (két legalabb elsé foka polinom szorzata legalabb
masodfoki lesz).

Tovabba példaul az 22 + 1 polinom nem bonthaté gyoktényezdkre, mert
nincs gydke a polinomnak (22 = —1 nem oldhaté meg a valés szamok
felett), azaz irreducibilis.

Algebra alaptételének kdvetkezménye: Minden val6s egyiitthatés poli-
nom el&all elséfoka és negativ diszkriminansi masodfoki polinomok szor-
zataként. (nem bizonyitjuk)
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Polinomok egész gyokei

Ha az a,z" + ap_12" ' + ... + a1 + ag egész egyiitthatés polinom
(an,...,a1,a0 € Z), és p egész gydke a polinomnak, akkor teljesiil, hogy
p osztéja ag-nak.

Bizonyitas. Ha x = p € Z gydk, akkor

AP + G p" -+ aptag =0 — igy ag oszthaté p-vel.

oszthaté p-vel

Példa: Keressiik meg az 23 + 622 + 10z + 3 polinom egész gyokeit!

Lehetséges gyokok a 3 osztéi: —3,—1,1,3.

Ezeket behelyettesitgetve 1 = —3 gyok (tobbi nem), mivel

(=3)% +6(—3) +10(—3) +3 = —27+54 — 30 +3 = 0.

Ekkor az (z + 3)-at kell kiemelniink a polinombdl. Hogyan?
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:

x> + 622 + 10z + 3 :(vr+3)=2
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
x> + 622 + 10z + 3 :(vr+3)=2
3 + 322
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
2 + 622 + 10z + 3 :(v+3)=22+32
3 + 322
322 + 10z + 3
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
2 + 622 + 10z + 3 :(v+3)=22+32
3 + 322
322 + 10z + 3
322 + Oz
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:

x> + 622 + 10z + 3 :(v+3)=22+3z+1
x> 4+ 322
3z2 + 10z + 3
322 + Oz
z + 3
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
x> + 622 + 10z + 3 :(v+3)=22+3z+1
3 + 322
322 + 10z + 3
322 + Oz

z + 3
z + 3
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:
x> + 622 + 10z + 3 :(v+3)=22+3z+1
3 + 322
322 + 10z + 3

322 + 9z
+ 3
+ 3
0
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Polinomok osztasa
Példa folytatasa - osszuk el az 23 + 622 + 102 + 3 polinomot z + 3-mal:

2> + 622 + 10z + 3 :(x+3)=22+3z+1

3 + 322
322 + 10z + 3
322 + 9z
+ 3
+ 3
0

Azaz 23 + 622 4+ 10z + 3 = (z + 3)(2% + 3z + 1).
Végiil az 22 + 32 + 1 = 0 masodfoki egyenletet megoldjuk:

 -3+V9-4 -3+.5

Z2,3 2 2

Tehat a polinom gydkei: —3, _?’%‘/5, _35‘/5. A gyoktényezés alak pedig:

23+ 622 +10z 4+ 3 = (z + 3) <z3+\/5> (a:?’\/g)

2 2
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

2 + 322 — b + 3 :(v—2)=2?

Matematika Al elSadas 9



Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

2 + 322 — b + 3 :(v—2)=2?
3 — 222
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy

f(x) = q(z)g(v) + (=), degr < degg.
Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — br + 3 :(z—2)=2%+52
3 — 222
502 —  bx + 3
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — br + 3 :(z—2)=2%+52
3 — 222

502 —  bx + 3

522 — 10z
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
3 — 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
3 — 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
3 — 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
13
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Polinomok maradékos osztasa

Az f(x) és g(x) polinomokhoz léteznek ¢(z) és r(x) polinomok tgy, hogy
f(x) = q(z)g(x) + r(z), degr < degg.

Elnevezés: g(x) az oszt6, r(x) a maradék.

Példa. f(x) = 2® + 322 — 52 + 3 és g(z) = = — 2 polinomok osztasa

¥ + 322 — bz + 3 :(z—-2)=22+5x+5
x> - 222
502 — br + 3
502 — 10z
5z + 3
5z — 10
13

Tehat a maradék 13, és 23 + 322 — 52 + 3 = (22 + 5z + 5)(z — 2) + 13.
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Osszefoglalé: Polinomok

® Mit neveziink valés egyiitthatés polinomnak? Mondja ki a definiciét!

® Mit neveziink egy polinom gydkének? Mikor mondjuk, hogy egy gyok
multiplicitasa k7

* Mondja ki Bézout tételét!

Matematika Al eladas
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