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4. elődás:

Exponenciális és logaritmus függvény.

Trigonometrikus függvények és inverzeik.
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Nevezetes függvények - Exponenciális függvény

Az f(x) = ax függvényt exponenciális függvénynek nevezzük, ahol a > 0
és a 6= 1. Értelmezési tartománya R, még értékkészlete (0,∞). a > 1
esetén monoton növő, még a < 1 esetén nomoton csökkenő a függvény.
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Az a = e = 2, 718281828459 . . . esetén gyakran nevezzük a függvényt „az”
exponenciális függvénynek (jelölés: ex).
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Logaritmusfüggvény

Az f(x) = loga(x) függvényt "a"-alapú logaritmusfüggvénynek nevezzük,
ahol a > 0 és a 6= 1. A logaritmusfüggvény az exponenciális függvény
inverze. Ezért értelmezési tartománya a (0,∞), értékkészlete R. a > 1
esetén monoton növő, még a < 1 esetén monoton csökkenő a függvény.
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Az a = e = 2, 718281828459 . . . esetén természetes alapú logaritmusfügg-
vénynek nevezzük (jelölés: ln(x)).
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Exponenciális és logaritmikus azonosságok

a0 = 1 loga(1) = 0

a1 = a loga(a) = 1

ax+y = axay (ha ax = b loga(b c) = loga(b) + loga(c)

axy =
(

ax
)y

és ay = c) loga(b
y) = y · loga(b)

a−x =
1

ax
=

(

1

a

)x

loga

(

1

b

)

= − loga(b)

ax

ay
= ax−y loga

(

b

c

)

= loga(b)− loga(c)

axbx = (ab)x

loga(b) =
logz(b)

logz(a)

(Itt a > 0 és a 6= 1, és z > 0 és z 6= 1.)
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Kitérő: Sinus és cosinus értelmezése általánosan (Forgó egységvektor)

Ha a derékszögű koordináta-rendszerben az
i(1, 0) vektort α szöggel az origó körül pozi-
tív irányban (az óramutató járásával ellenté-
tesen) elforgatom, akkor egy meghatározott
e egységvektort kapok.

Egy ilyen egységvektorhoz azonban nem csak
egy, hanem végtelen sok irányszög tartozik,
hiszen α + k · 360◦, k ∈ Z szöggel való for-
gatás ugyanazt az e vektort eredményezi.
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Ekkor általánosan az α (és α + k · 360◦) szögű elforgatáshoz tartozó
e(ex, ey) vektor koordinátáit nevezzük a szög koszinuszának illetve szi-
nuszának:

cos(α) := ex, sin(α) := ey.
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Ekkor általánosan az α (és α + k · 360◦) szögű elforgatáshoz tartozó
e(ex, ey) vektor koordinátáit nevezzük a szög koszinuszának illetve szi-
nuszának:

cos(α) := ex, sin(α) := ey.

Az α (és α+ k · 360◦) szög tangense illetve kotangense pedig ebből:

tg(α) :=
sin(α)

cos(α)
(cos(α) 6= 0), ctg(α) :=

cos(α)

sin(α)
(sin(α) 6= 0).
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Kitérő: Szögek mérése radiánban

A kör egy ívdarabjának hossza arányos a hozzá tartozó középponti szöggel.

Ez azt jelenti, hogy ha α középponti szöghöz
k hosszúságú ív tartozik, akkor
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k
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A kör egy ívdarabjának hossza arányos a hozzá tartozó középponti szöggel.

Ez azt jelenti, hogy ha α középponti szöghöz
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Az egységkörön α szöghöz tartozó körív hossza a szög ívmértéke lesz. Mivel
az egységkör teljes kerülete 2 · 1 · π, ezért
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Az egységkörön α szöghöz tartozó körív hossza a szög ívmértéke lesz. Mivel
az egységkör teljes kerülete 2 · 1 · π, ezért

- 360◦ ívmértéke 2π,

- 180◦ ívmértéke π,

- 90◦ ívmértéke π
2

stb. lesz.

Így 1◦-hoz π
180

≈ 0, 0175 ívmérték tartozik.
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Az egységkörön α szöghöz tartozó körív hossza a szög ívmértéke lesz. Mivel
az egységkör teljes kerülete 2 · 1 · π, ezért

- 360◦ ívmértéke 2π,

- 180◦ ívmértéke π,

- 90◦ ívmértéke π
2

stb. lesz.

Így 1◦-hoz π
180

≈ 0, 0175 ívmérték tartozik.

Az ívmérték egysége az 1 radián (annak a szögnek az ívmértéke, mely az
egységkör 1 hosszú ívéhez tartozik).
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Trigonometrikus függvények

A sin(x), cos(x) függvényeket úgy
értelmezzük, hogy x ∈ R radián-
ban mért szögértékhez a függvény
a szög szinuszát/koszinuszát ren-
deli.
Ezek a függvények minden valós
számon értelmezve vannak, és ±1
között vesznek fel értékeket.
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A tg(x), ctg(x) függvények defi-
níció szerint x radiánhoz tartozó
megfelelő hányadosok értékei.

Dtg = (−π
2
, π
2
) + kπ, k ∈ Z, és

minden függvényág monoton nő.

Dctg = (0, π)+kπ, k ∈ Z, és min-
den függvényág monoton csökken.
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Függvénytulajdonságok - Korlátosság

Az f : I = [a, b] ⊆ Df → R (Df ⊆ R) függvény

• alulról korlátos, ha van olyan k ∈ R, hogy f(x) ≥ k minden x ∈ I
esetén (k alsó korlát).  legnagyobb alsó korlát

• felülről korlátos, ha van olyan K ∈ R, hogy f(x) ≤ K minden
x ∈ I esetén (K felső korlát).  legkisebb felső korlát

• korlátos, ha alulról és felülről korlátos, azaz van olyan K ∈ R, hogy
|f(x)| ≤ K minden x ∈ I esetén.

Példák:

f(x) = |x| alulról korlátos Df -en, legnagyobb alsó korlát a 0, de felülről
nem korlátos, így nem is korlátos.

g(x) = sin(x) alulról korlátos, legnagyobb alsó korlát −1, felülről korlátos,
legkisebb felső korlát a 1, így korlátos is.
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Függvénytulajdonságok - Periodikus függvények

Az f : Df → R (Df ⊆ R) függvény periodikus (p szerint), ha létezik
p 6= 0 úgy, hogy x ∈ Df esetén x± p ∈ Df és f(x+ p) = f(x).

Ha egy függvény p szerint periodikus, akkor k ·p szerint is periodikus, ahol
k ∈ Z \ {0}.

A legkisebb pozitív számot, mely szerint f periodikus, f periódusának
nevezzük (ha van).

Példák:

sin(x), cos(x): 2π szerint periodikus.

tg(x): π szerint periodikus.

{x} : (törtrész) = x− [x] (egészrész) függvény: 1 szerint periodikus

Egy példa, amikor nincs periódushossz, de a függvény periodikus: a Dirichlet-
függvény

f(x) =

{

0, ha x irracionális
1, ha x racionális.
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Sinus és Cosinus inverze

sin(x) nem injektív, de

[
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tartományon már igen, itt vehetjük
az inverzét:

arcsin(x) : [−1, 1] →
[
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Hasolnlóan a cos(x),

[0, π] → [−1, 1]

tartományon már bijektív, itt ve-
hetjük az inverzét:

arccos(x) : [−1, 1] → [0, π]
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Tangens, cotangens függvények inverze

A tg(x) függvényt a
(

−π
2
, π
2

)

-re kell megszorítani, hogy injektív legyen.
Itt az inverze: arctg(x) : R →

(

−π
2
, π
2

)

. Korlátos, Rarctg = [−π/2, π/2].

A ctg(x) függvényt a (0, π)-re kell megszorítani, hogy injektív legyen.
Itt az inverze: arcctg(x) : R → (0, π). Korlátos, Rarcctg = [0, π].
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Összefoglaló: Függvénytulajdonságok és trigonometrikus függvények

• Mikor nevezünk egy függvényt (alulról/felülről) korlátosnak egy adott
intervallumon? Adjon példát!

• Fogalmazza meg, hogy mikor nevezünk egy függvényt periodikusnak,
adjon példát periodikus függvényre!

• Hogyan definiáljuk a sin(x) és cos(x) függvények inverzfüggvényét?
Vázolja a grafikonjukat!
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