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6. el6das:

Numerikus sorozatok:
monotonitas, korlatossag, konvergencia,
torlédasi pont,
miiveletek numerikus sorozatokkal
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Valés szamsorozatok

Onmagukban ritkan fordulnak el6 az alkalmazasokban, de megalapozzak
a fliggvények vizsgalatat, differencialszamitast, integralszamitast.

Azokat a fliggvényeket, melyek értelmezési tartomanya a pozitiv egész sza-
mok halmaza (Z™) és értékkészlete a valés szamok halmaza (R), valés
szamsorozatoknak nevezziik.

Zts3n—a, €R

an, - a sorozat n-dik eleme, megadja az altalanos hozzarendelési
szabalyt
{an,} - a sorozat maga, dsszes elemével
Megadas:

® hozzarendelési szaballyal
n—2n->5:{-3,-1,1,3,...,2n —5,...}
® rekurziéval ay=as =1, apy1 =an +an—1 : {1,1,2,3,5,...}
(Fibonacci)
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Monotonitas

Azt mondjuk, hogy egy {a,, } szamsorozat monoton névekvé (csokkend),
ha minden n esetén a,, < (>)a,41.

Tovabba egy {a,, } szamsorozat szigorian monoton névekvé(csokkend
ha minden n esetén a, < (>)an,1.

Monotonnak nevezziik a sorozatot akkor is, ha csak n > N indext8| kezdve
teljesiti a monotonitas feltételét (azaz az els6 néhany elemre nem mono-
ton).

Szigoriian monoton sorozat egyben monoton is.

Példak.
an =1 {an}={1,1,1,...} - konstans, monoton no-
v8/csokkend,  de nem
szigoran monoton
by =(—-1)" {b,}={-1,1,—-1,...} - oszilla, nem monoton
nové/csokkend
n=1/n {en}={1,3.4,..} - monoton csokkend
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Monotonitas

2n —1
Példa. Lassuk be, hogy az d,, = % sorozat monoton! Csékkend vagy
n

novekvé a sorozat?
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Monotonitas

2n —1
Példa. Lassuk be, hogy az d,, = % sorozat monoton! Csékkend vagy
n

novekvé a sorozat?

dp  dpsr
2n—1z2(n+1)—1
n+1 (n+1)+1

@2n—-1)(n+2) 2 2n+1)(n+1)

M2 +3n—222m2+3n+1
—2<1, VYneZ"

Tehat {d,,} sorozat szigortian monoton ndvekedd.

Matematika Al eladas 5



Korlatossag

Az {a,} sorozat feliilr6l korlatos, ha elemeinek halmaza feliilrél korlatos,
azaz K € R, agy hogy Vn € ZT, a,, < K.

Az {a,} sorozat alulrél korlatos, ha elemeinek halmaza alulrél korlatos,
azaz dk € R, agy hogy Vn € Z*, a,, > k.

Az {a,} sorozat korlatos, ha feliilrsl és alulrdl is korlatos.

Az {a,} sorozatnak Sup(a,,) legkisebb felsé korlatja (Supremuma), ha
fels6 korlatja a sorozatnak és VK € R fels6 korlat esetén Sup(a,) < K.

Az {a,} sorozatnak Inf(a,) legnagyobb alsé korlatja (Infimuma), ha
als6 korlatja a sorozatnak és Vk € R alsé korlat esetén Inf(a,) > k.

Tétel. Minden feliilrsl (illetve alulrol) korlatos valés szamhalmaznak létezik
legkisebb felss (illetve legnagyobb alsé) korlatja R-ben. (Nem biz.)
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Korlatossag

Példa.
ap, =1
by, = (=1)"
cn=1/n
_2n—1
" on+1

konstans, korlatos, Inf(a,) = Sup(a,) =1

oszcillal, korlatos, Inf(b,) = —1, Sup(b,) =

1

monoton csokkend, korlatos, mert minden eleme
pozitiv Inf(c,) = 0, tovabba Sup(c,) =¢; =1

monoton nové, alulrdl korlatos, mert Inf(d,)
dy = 1, felss korlat? (< 2).
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Konvergencia

Legyen {a,} egy valés szamsorozat és A € R. Azt mondjuk, hogy {a,}
sorozat tart vagy konvergal A-hoz, ha az A barmely € > 0 sugart kor-
nyezetén kiviil véges sok a,, elem van.

al as as ae A4 az

- e s ee &

A—c¢ A A+e

Atfogalmazva {a,,} valés szamsorozat az A € R szamhoz tart, ha barmely
e > 0 esetén létezik olyan NN, kiiszébindex, melytsl kezdve ha n > N,
akkor |a, — A| < e.

Ekkor A szam az {a,} sorozat hatarértéke. Jelolés:

a, — A, vagy a, = A vagy nan;oan =A

Egy {a,} valés szamsorozat divergens, ha nem konvergens (nincs hatar-
értéke).
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Konvergencia - Példak

1
Példa. Lassuk be, hogy lim — = 0.

n—oon
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Konvergencia - Példak

1
Példa. Lassuk be, hogy lim — = 0.

n—oon

A definicié alapjan tetszéleges ¢ > 0-hoz kell egy indexet talalnunk, agy,
hogy
1

—O‘<s,
n

. 1
mivel n > 0, ezért —<e
n
. 1
igy N.= - <n

azaz, ha ¢ = 0.1, akkor N, = 10, ha € = 0.001, akkor N. = 1000 j6
kiiszobindex.
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Konvergencia — Példak

Korabbi példa. Lassuk be, hogy lim

2n—1

—oon+1

=2.
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Konvergencia — Példak

2n—1
Korabbi példa. Lassuk be, hogy lim " =2
n—oo 1, 4+ 1
A definici6 alapjan tetszéleges € > 0-hoz kell egy indexet talalnunk, agy,
ho
&Y 2n —1
— 2| <e¢,
n+1
2n—1—(2n+2)
<e
n+1
i P
n+1
. 3
mivel n >0, —— <e
n+1

3
igy Ne=-—1<n
€
azaz, hae =0.1, akkor N, =3-10 -1 = 29.

Ha n > N, : agp = 59/31 = 1.9032, a3; = 61/31 = 1.90625 stb.
Ha ¢ = 0.001, akkor N, = 3000 — 1 = 2999 jé kiiszdbindex.
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A konvergencia definiciéjanak atfogalmazasa

Atfogalmazas: (Sorozatok konvergenciijanak Cauchy-féle definiciéja)

Az {a,} valés szamsorozat konvergens, ha barmely ¢ > 0 esetén létezik
olyan N. kiiszébindex, melytsl kezdve ha n,m > N, akkor

lan, — am| < e.

Kovetkezik belsle, hogy a hatarérték, ha létezik, akkor egyértelmdi.

ai as ar as a4 agae a2

B—¢ B B+e A—c¢ A A+te

Indirekt tegyiik fel, hogy A és B is hatarértéke {a,, }-nek.

|A - B

Keressiink j6 N .-t az ¢ = -hoz!
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Torlédasi pont

Az {a,} sorozat részsorozata {b;} C {a,} sorozat, ha létezik olyan mo-
noton ndvé hozzarendelés Vk € ZT, hogy k +— ny, Ggy hogy by = ay, .

Az {a,} sorozatnak T szam torlédasi pontja, ha létezik {b,} C {a,}
részsorozata, melynek hatarértéke T

Pelda: {(—1)"} ={-1,1,—1,1...} két torlédasi pontja van +1.
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Torlédasi pont

Az {a,} sorozat részsorozata {b;} C {a,} sorozat, ha létezik olyan mo-
noton ndvé hozzarendelés Vk € ZT, hogy k +— ny, Ggy hogy by = ay, .

Az {a,} sorozatnak T szam torlédasi pontja, ha létezik {b,} C {a,}
részsorozata, melynek hatarértéke T

Pelda: {(—1)"} ={-1,1,—1,1...} két torlédasi pontja van +1.

Tétel. Konvergens sorozatnak csak egy torl6dasi pontja van, a hatarértéke,
azaz

konvergens sorozatnak minden részsorozata is konvergens, és a részsoro-
zatok hatarértéke megegyezik az eredeti sorozat hatarértékével.

Peldaul:

.1 B - —
= O 5 = Mt T =0

Tétel. (Bolzano-Weierstrass) Korlatos sorozatnak mindig van torlédasi
pontja. (nem biz.)
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata

Tétel (konvergencia—korlatossag).

Konvergens sorozat korlatos.

1 1
Példa. {n},ittk‘ZOZ lim — és K =a; = 1.

n—oo N

Tétel (monotonitas+korlatossag—konvergencia).

.. ) , 2n—1
Monoton névé feliilrél korlatos sorozat konvergens. PI. { 1 }
n

.. 1
Monoton cstkkend alulrél korlatos sorozat konvergens. Pl. {}
n

Monoton és korlatos sorozat konvergens.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. . 1—n e -
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = 5 sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

1—
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = n

sorozat korlatossagat, monotonita-
sat, konvergenciajat.

. 1 2 3
Megoldas: {ai,az,...} ={0,—3,—5,—5..- }
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. - n . 2 s
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = e sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
n

1-(n+1) 1-

a o — __—n 1-n .
R T 2n 242  2n
P —(2n+2-2n% —2n) -2 <0
o 2n(2n + 2) o 2n(2n + 2) ’

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. - n . 2 s
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = e sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
n

1-(n+1) 1-

a o — __—n 1-n .
R T 2n 242  2n
P —(2n+2-2n% —2n) -2 <0
o 2n(2n + 2) o 2n(2n + 2) ’

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.

— Fels6 korlatja K = a; = 0.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. - n . 2 s
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = e sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
n

1-(n+1) 1-

a o — __—n 1-n .
R T 2n 242  2n
P —(2n+2-2n% —2n) -2 <0
o 2n(2n + 2) o 2n(2n + 2) ’

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.

— Fels6 korlatja K = a; = 0.
Igaz-e, hogy a, > —17 Igen, mert n — 1 < 2n, hiszen —1 < n.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. - n . 2 s
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = e sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
n

1-(n+1) 1-

a o — __—n 1-n .
R T 2n 242  2n
P —(2n+2-2n% —2n) -2 <0
o 2n(2n + 2) o 2n(2n + 2) ’

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.

— Fels6 korlatja K = a; = 0.
Igaz-e, hogy a, > —17 Igen, mert n — 1 < 2n, hiszen —1 < n.

= Als¢ korlatja k = —1.
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

. - n . 2 s
Példa: Vizsgaljuk meg az a,, = e sorozat korlatossagat, monotonita-
n

sat, konvergenciajat.
Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
n

1-(n+1) 1-

a o — __—n 1-n .
R T 2n 242  2n
P —(2n+2-2n% —2n) -2 <0
o 2n(2n + 2) o 2n(2n + 2) ’

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.

— Fels6 korlatja K = a; = 0.
Igaz-e, hogy a, > —17 Igen, mert n — 1 < 2n, hiszen —1 < n.

= Als¢ korlatja k = —1.
Konvergens a sorozat, hatarértéke
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Monotonitas, korlatossag és konvergencia kapcsolata — Példa

Példa: Vizsgaljuk meg az a,, =

n o
e sorozat korlatossagat, monotonita-
n
sat, konvergenciajat.

Megoldas: {a1,az2,...} ={0,—3,-2,-3...}.
1-(n+1) 1-—n —n 1-n
An+1 — An = — = —
2(n+1) 2n 2n + 2 2n
P —(2n+2-2n%—2n) -2 <0
N 2n(2n + 2) C2n(2n+2)

igy any1 < an, tehat szigorian monoton csdkkend a sorozat.

— Fels6 korlatja K = a; = 0.
Igaz-e, hogy a, > —17 Igen, mert n — 1 < 2n, hiszen —1 < n.

= Als¢ korlatja k = —1.
Konvergens a sorozat, hatarértéke
lim Lon_ im i—l——l.
n—oo  2n n—oo 2N 2 2

— Legnagyobb alsé korlatja k = —

1
3-
Matematika Al eladas

14



Miiveletek konvergens sorozatokkal
Tétel. Korlatos sorozatokbél tagonkénti dsszegéssel, kivonassal vagy
szorzassal kapott sorozatok is korlatosak.

Tétel. Ha lim a, = A és lim b, = B és A, B € R, akkor

n— oo n— 00

e lim a, b, = A+ B,

n—oo
* lim a,-b, =A-B,
n—oo
® lim Aa, = AA, ahol A € R,
n—oo
e lim af = A% k>1,
n—oo
e lim ¥a, = VA, feltéve, hogy a,, > 0,
n—r oo
.a, A ) )
® lim — = —, feltéve, hogy b, # 0 és B # 0.
n—oo by, B
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.
2n—1 . 2(n—|—1)—3 . 3
= lim ———~— =1 -
n—oo M 4+ 1 n—00 n+1 n—00 n+1
1
2—3- lim =2-3-0=2.
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Miiveletek konvergens sorozatokkal
Peéldak.
m—1 . 2(n+1)-3 3
i = lim ———— = lim 2—
n—oo n + n—oo n+1 n— oo n-+1
2—3- lim =2-3-0=2.
n—soo N
b L7y -1 0-1
1m = l1m - = _
n—oo 2N n—00 2

16
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Peldak.
m—1 2 1) —
i 2P g 20D =3 3
n—oo 1+ 1 n— o0 n+1 n— oo n+1
1
2 3. lim —2-3.0=2.
n—oo N 1
hy Lo w1l _0-1 1
1m = l1im = = ——=.
n—oo 2n n— 00 2 2
om—1 2 1 1 1\2
lim 2 :lim—2:2hm—<lim ) —2.0-02=0.
n—o0 n n—,oo N, n n—oo N n—oo N,
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Miiveletek konvergens sorozatokkal

Példak.
2n—1 2 1) —
hm 2Pl gy 20D =3 0 3
n—oo 1+ 1 n— o0 n+1 n— oo n+1
2—3- lim 1 =2—-3-0=2.
n—oon + 1
hy Lo w1l _0-1 1
11m - 1m = — = ——,
n—oo 2n n—oo 2 2

om—1 2 1 1 1\2
i —lim—2:21im—<lim ) —92.0-0%=0.
n—oo n n—oo n

n—oo M n

2nt + 3n? + 2 i 2+ 5+ 4 2+0+0 \/5
—_—mm 1m = - —-.
T+i1 8 T V1r0+0 7

lim
nsoo \| Tn +4n3 + 6 n—00

lim
n— oo n
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Osszefoglalé: Sorozatok

® Mit neveziink valés szamsorozatnak?

® Mikor mondjuk, hogy egy valds szdmsorozat konvergal egy A szam-
hoz?

* Mondja ki a sorozatok korlatossagara, monotonitasara és konvergen-
cidjara vonatkozé Osszefiiggéseket!
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