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Hatarérték definicidja

Definicié. Legyen f valés fiiggvény értelmezve az xo pont egy kdrnyeze-
tében, ekkor xzp-ban f hatarértéke A, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan
d >0, melyre ha |z — x| < J, akkor x € Dy és |f(z) — A < e.

Jelolés:
Y
. f(x)
mll{l:go f(x) B A A + E@-——m—-mm e — = -
1
vagy Y S
o) =22, 4 A cqroononoens £ 1
—— x
5 70
Bar f az x(y kornyezetében defini- A %,
alt, azt nem koveteljiik meg, hogy

a fuggvény zo-ban is értelmezve le- E]

gyen.
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Példa
2% — 31 -2
Az f(x) = % fliggvény értelmezési tartomanya: Dy = R\ {2}.
T —

Mennyi a hatarértéke xo = 2-ben?
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Példa
Az f(x) = % fliggvény értelmezési tartomanya: Dy = R\ {2}.
Mennyi a hatarértéke xo = 2-ben?
Mivel 2z + 1)(x — 2
oy = B DEZ2)
igy ha x # 2, akkor f(x) =2x+ 1, és 2z + 1 ~ 5, ha z kozelit 2-hoz.
Definialhatnank igy is a fiiggvényt:

f(x):{ 2 +1, ha z # 2

nincs értelmezve, ha z =2

Sejtjiik, hogy liné f(x) =5. A definicié alapjan
r—r

2z + 1)(z —2)
‘ r—2

5‘<5 T #£2
2z — 4] < ¢

|x—2|<%:5jc’>lesz!
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Példa — Az egészrész fiiggvény

Mi a helyzet az f(z) = [z] = {k € Z|k < z < k + 1} egészrész fiigg-
vénnyel 2y = 2-ben?
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Példa — Az egészrész fiiggvény

Mi a helyzet az f(z) = [z] = {k € Z|k < z < k + 1} egészrész fiigg-
vénnyel 2y = 2-ben?

Ha |z — 2| <6 < 1 és x # 2, akkor Fz) =2 hax>2, és
flz)=1 hazx <2
Tehat |f(z) — A| <& < 1 nem teljesiil sem A = 1-gyel, sem A = 2-vel.

Igy a hatarérték nem létezik.

2 1Y —o0
1 —o0
X
O t t
-1 1 2 3
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Jobb és bal oldali hatarérték

Erdemes kiildn tekinteni a két oldalt:

Definicié. Legyen f valés fliggvény értelmezve az x( pont egy jobb oldali
kornyezetében, ekkor az f valés fiiggvénynek az xy pontban a jobb oldali
hatarértéke A € R, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan 6 > 0, melyre ha
0<az—xz9<96, akkor x € Dy és |f(z) — A| <e.

Jeldles: i =A.

eloles xﬁlgéf(;l:)

Definicié. Legyen f valés fiiggvény értelmezve az zy pont egy baloldali
oldali kérnyezetében, ekkor az f valés fiiggvénynek az x¢ pontban a bal
oldali hatarértéke A € R, ha minden £ > 0-hoz van olyan § > 0, melyre
ha 0 < zg —x < 4, akkor z € Dy és |f(x) — A| <e.

Jelolés:  lim f(z) = A.

r—xo—

El6z6 példaban: lim [z]=1, é lim [z] =2
T—2— T—2+
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Hatarérték egyértelmiisége

Tétel: Ha az f fliggvénynek zy pontban létezik a jobb és bal oldali ha-
tarértéke, és ezek egyenl6ek, akkor a fliggvénynek létezik az xy pontban
hatarértéke, és ez megegyezik a jobb és bal oldali hatarértékkel.

li =A= li li =A
Jim f(z) Jm f(z) = lim f(z)
Tétel: Ha létezik a hatarérték, akkor egyértelmii:

lim f(z) = Aés lim f(z)= B esetén A = B.
T—x0

T—xo

Indirekt bizonyitas: € = -hoz nincs jé 6,

A - Bl
3

hasonléan, mint a sorozatoknal e-hoz nincsen V..
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Atviteli-elv

Egy fiiggvénynek xo-ban A a hatarértéke akkor és csak akkor, ha barmely
{xn} sorozatra, mely lim z,, = o, z,, € Dy, (x, # x0), igaz lesz, hogy
n—oo

lim f(z,) = A.

n—roo

Ezek alapjan belathatd, hogy csak Ggy, mint a sorozatoknal, ha

lim f(z) =Aés lim g(z) = B és A, B € R, akkor
T—To

T—X0o
e lim f(z)+tg(x)=A+B,
T—T0
« Jim () gla)= A-B,
f@) A ,
$g£lo s B feltéve, hogy g(x) # 0 és B # 0.

Féloldali hatarértékekre hasonléan.

Matematika Al eladas 8



Végtelen hatarérték .
Mi a helyzet az f(x) = — fiiggvénnyel a 0 pont jobb oldalan? (0 ¢ Dy)
x

Minél kézelebb vagyunk a 0-hoz, annal nagyobb a fliggvényérték, tehat a

fliggvény a végtelenhez tart.
Yy

K,,,

1 2 z

;2 ;1 0
(=)ee+)
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Végtelen hatarérték .
Mi a helyzet az f(x) = — fiiggvénnyel a 0 pont jobb oldalan? (0 ¢ Dy)
x

Minél kézelebb vagyunk a 0-hoz, annal nagyobb a fliggvényérték, tehat a

fliggvény a végtelenhez tart.
Yy

K,,,

9 1 51 N

SCE
Definici6. Az f : Dy — R val6s fliggvénynek az zyp pontban a hatarérté-
ke jobbrél co, ha minden K € R-hezvanolyan § > 0, hogy 0 < z—xzg < ¢

esetén x € Dy, és f(z) > K.

[6lés: i = oo.
Jelolés m_gréJrf(m) 00
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Végtelen hatarérték — variaciok

Definicié: Az f : Dy — R valés fliggvény az xy pontban (jobbrél/balrél)
a végtelenbe tart, ha minden K € R-hez van olyan § > 0, hogy ha
|z —xo| <0 (és x> uxy/ésx < x), akkor x € Dy és f(x) > K.

Jelolé li .
elolés: w%}vIgl(i f(z) =00

Definicié: Az f : Dy — R valés fiiggvény az 2y pontban (jobbrél /balrél)
a minusz végtelenbe tart, ha minden K € R-hoz van olyan § > 0, hogy
ha |z —xzo| <0 (és x> xg/ésx < 1), akkor x € Dy és f(z) < K.

Jeldles:  lim  f(x) = —o0.
z—xo (L)
.y . 1 . 1 1
Példaban lim — =oc0c DE lim — = —oo. Tovabba lim — = oo.
x—0+ o x—0— X x—0 |m|
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Hatarérték a végtelenben
Nem csak a hatarérték lehet végtelen, hanem a végtelenben is vizsgalhatjuk

a fliggvény viselkedését.
1
Példaul az f(z) = — fiiggvénnyel a co-ben 0-hoz tart.
x

Definici6. Az f : Dy — R valds fiiggvénynek a co-ben a hatarértéke A,
ha minden ¢ > 0-hoz van olyan L. € R, hogy ha L. < x, akkor z € Dy és

[f(z) — Al <e.
Jeloles: ILm f(z) = A.

L
I 6 8 0

R<ETBE]5) ()

11
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Végtelenben végtelen

Lehetséges, hogy a végtelenben a fiiggvény a (+) végtelenhez tart:

Definicié. Az f : Dy — R valés fiiggvény a co-ben oo-hez (—oc-hez) tart,
ha minden K € R-hez van olyan Lx € R, hogy ha Lx < x, akkor x € Dy és
f(@) > K (f(x) < K).

Jelles: lim f(x) = oo ()

Hasonléan a —oo-ben tarthat f egy A szdmhoz vagy +oo-hez:
Definici6. Az f : Dy — R valés fiiggvénynek a —oo-ben hatarértéke A,
ha minden ¢ > 0-hoz van olyan L. € R, hogy ha L. > x, akkor 2 € Dy és
|f(z)— Al <e.

Jelolés: EIEl flz)y=A4

Definicié. Az f : Dy — R val6s fiiggvény a —co-ben co-hez (—oc-hez) tart,
ha minden K € R-hez van olyan Lx € R, hogy ha Lx > x, akkor x € Dy és
f(z) > K (f(x) < K).

Jeldles:  lim f(x) = +o0
r——00
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Osszefoglalas

az xo pontban

az xy pontban a jobb oldali

Az f: Dy — R fiiggvénynek  az xy pontban a bal oldali
a +oo-ben a
a —oo-ben a

AeR, 0-h 0>0
hatarértéke  +o00, ha minden € > noz olyan L. € R , hogy
K € R-hez
—0Q, L eR
|z — xo| < 0
O<z—20<$§ |f(z) = A| <e.
ha 0 <xzg—ax<0 ,akkorz € Dy és flz) > K.
L < ‘l‘|
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Nevezetes hatarértékek

Polinomfiiggvények: f(z) = anz™ + ...+ a12 + ao,
{ oo an >0,

Dy =R.

lim apz"™ + ...+ a9 =
00 + +ao —00  ap < 0.
. oo a, >0, n paros, vagy a, < 0, n paratlan
lim ap,z™+...4ap= " > T P &Y dn » b pa
—00  a, <0, n paros, vagy a, > 0, n paratlan.

T—r—00

Peélda: A .
lim —2* 442 + 1= lim (—2?) (1 - — = 2) =—00-(1-0-0)=—00
T—00 T—00 xX x

14
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Nevezetes hatarértékek

Polinomfiiggvények: f(z) =apz™ + ...+ a1z 4+ a9, Dy=R.

{ oo an >0,

lim a,z2" +...+a9 =
"o -0 a, <0.

Tr—r00

i @,z 4.t ay = { 0o an >0, n paros, vagy a, < 0, n paratlan

T——00 —00  a, <0, n paros, vagy a, > 0, n paratlan.
Példa: A .
lim —2* 442 + 1= lim (—2?) (1 - — = 2) =—00-(1-0-0)=—00
T—00 T—00 xX x
e _ pl) ,
Racionalis tort fliggvények: f(z) = ﬁ’ ahol p, ¢ polinomok,
q\x
Dy =R\ {z € R|q(x) = 0},
Példa:
lim r+3 243 5 lim r+3  —3+3 _9_0
es222 -1 22—-1 3 a25-322-1 (-3)2-1 8
1 ” 1 b ” 1 ”
T AL AT i C . S
z—oo 2 — 1 w%ooxfl/x oo —0 0.0}
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Példa - Féloldali hatarérték

. r+3
ey 22 —1

legyen x = 1+ h, ahol h > 0, ha x — 1+ akkor h — 0+

= lim il im 7h+4 lim ! lim htd =00
TS0+ B2+ 28 ot h(h+2) ot hhoor h+2 -
lim $2+3 =?
z—1— % —1
legyen x = 1 — h, ahol h > 0, ha z — 1— akkor h — 0+

4—h 4—h 1 4—h
= lim ——=lim — = lim — lim —— =oc0'(—2) = —o0.

h=04+ h2 —2h  h—0+ h(h — 2) R0+ h h—0+ h — 2
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Nevezetes hatarértékek

Gyokfiiggvény: f(z) = /x, x > 0 esetén és n € ZT. Monoton nové,
nem korlatos feliilrél.

lim /z = oo, lim /z =0.

T—00 z—0+
Peélda:
lim Va2 —2x+3=1lim /(z—1)2+2> lim /(z—-1)2 =0
Tr—r 00 xTr—r00 Tr— 00
\2\ Yy
lim Va2 -2z +3 =00
r—r—00
1 4
lim Va2 —-22x+3=+11
r——2+ P
1 1 2 3
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Nevezetes hatarértékek

Exponencialis fiiggvény: f(z) =a®,a >0, Dy=R.
haa>1 lim a® =0 lim o =0.
Tr—r00 Tr—r— 00

haa<1l lima*=0 lim a” = oco.
Tr—r0o0 r—r—00

Példa:  lim 2~ % +ie+l —"9—" _
Tr—r00

Logaritmus fiiggvény: f(z) =log,(z), Dy =R" =(0,00).

haa>1 zl;ngo log,(z) = o0 w1_1)r61+ log, (z) = —cc.
haa<1 xlggo log,(x) = —c0 Ilg(r)lJr log,(x) = .

Példa: li_>m log, (2% — 22 +3) = 7 logQ(oo)” =00
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sin(x D
Nevezetes hatarértékek — (z) »
X A // |
C 7/ |
I
i I
sin(x
lim ﬁ =1. I
x—0 x |
xr
>
O B
sin(x) - 1 T 1-tg(x
I'nocns :(7) < Tapo=— -1 < TAOBD:ﬁ
2 2w 2
: sin(x)
sin(z) < T < wos(2)
1 < - r < 1 Rendér-elv
sin(z) cos(x)
I v o |
1 1 1
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Nevezetes hatarértékek — Az "e" szam

1 xr
lim (1 + > =e a fliggvény hatarértéke a végtelenben e.

T—00 T

Pelda.

12
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