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10. el6das:
Differencialszamitas,
Pontbeli derivalt fogalma,
Differencialasi szabalyok.
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Differenciahanyados

Motivacié a fizikabdl: mozgd pont sebessége.
t — s(t): at-idé fliggvény
_ As  s(t1) — s(to)

v ra— atlagsebesség a [to,t1]-n
A mozgast a pillanatnyi sebesség jobban jellemzi:
lim s(t) — s(to)

t—to t— to
Az f: (zo — d,m0 + ) C Dy — R fiiggvény
xo-hoz tartozé differenciahanyados fiiggvénye

M, () = f(@) = f(=o)

Tr — X0

)

ahol o <z < g + 0.

Ez a PP, szel6 meredeksége: tg(a) = My, ().

A szel6 egyenes egyenlete:

y = M, (2)(z — 20) + f(0).
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Differencialhanyados

Definicié: Legyen az f : Dy — R az zy kornyezetében értelmezett. Ha

létezik

lim f(z) = f(zo) — lim f(zo +h) — f(z0)

T—xg T — g h—0 h
az f fliggvény xo pontbeli differenciahanyados fiiggvényének hatarértéke,
akkor ezt a hatarértéket f xo-beli differencialhanyadosanak (vagy deri-
valtjanak) nevezziik.

Jelolése: f'(xg), f(xo), %(xo) vagy %

Zo

Geometriai jelentés: a szel6k "hatarmeredeksége" a gorbéhez a legjobban
simulé egyenes (érint8) meredeksége (xo, f(zo)) pontban.

Ha az f fliggvénynek létezik a differencidlhanyadosa az xo pontban, akkor
az f differencialhaté/derivalhaté/diffhaté az x,-ban.

Az f fiiggvény differencialhaté, ha az értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban differencialhaté. Egy differencialhaté f fiiggvény derivalt
fliggvénye:

fli XTo f/(:L‘o), o € Df.
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Példa 1. (definici6 szerinti derivalt)

Legyen f(x) = 22 fiiggvény.

Differenciahanyadosa az x( pontban:

f(zo+h) = flxo) (w0 +h)* —af

h h

_ad 4 2woh+ h* —x]  2xoh + WP
N h N h
A differenciahanyados hatarértéke minden zy € R-ra

fl(l'o) = }ILILI%)(Q{EO + h) = 2xy.

Igy az f fiiggvény derivalt fiiggvénye az zo — 2z fliggvény.

Ezt igy is irhatjuk:
(mz)/ = 2z.
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Példa 2. (definici6 szerinti derivalt)

Legyen f(x) = sin(x) flggvény.
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Példa 2. (definici6 szerinti derivalt)

Legyen f(x) = sin(x) fiiggvény. Differenciahanyadosa az zy pontban:
f(xzo+h) — f(xg)  sin(xg + h) —sin(zg)

h h

sin(xg) cos h + cos(zg) sin h — sin(zg)
= - =
_sin(xg)(cos h — 1) + cos(xg) sin(h)

N h

A derivaltja minden zg € R-ra
+ cos(xo) sin(h)

lim sin(xg)(cosh — 1)
h—0 h
—2sin (g)

h

sin(h)

+ cos(xp) =
h
2

= }llli% sin(xg) .

sin () sn(h) _
= %13%) — sin(xp) sin (2) — +cos :L“O)T =

2
= —sin(zg) - 0- 1 + cos(zg) - 1 = cos(zg).

Tehat (sinz) = cos .
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Néhany fontos derivaltfiiggvény

(¢ =0, ceR, (2)=1, (xQ)I = 2z,

tovabba belathats: (a-z+b) =a, a,beR, é (z2") =na" L

(sin(x))’ = cos(x), és hasonléan belathaté (cos(z)) = — sin(z),

1

Zox Aty égo: =
késsbb belatjuk még:  (tg(z)) = (cos(z))?’

(e®) = e, kesébb latjuk majd, hogy (a®) = a®In(a) (a > 0),

és belatjuk még:  (In(z)) = %, (log, (z))" =
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Egyoldali derivaltak (a differenciahanyados féloldali hatarértéke)

Mivel a pontbeli derivalt hatarérték, ezért lehet értelmezni jobb és bal

oldali derivaltat:
flxo + h)—f(xo).

Az f fiiggvény xq pontbeli jobb oldali derivaltja lim
h—0+ h
A
Az f fuggvény xq pontbeli bal oldali derivaltja lim F(@o ) f(:ro)-
h—0+4 —h

Példa: Legyen f(x) = |z|. Differenciahanyadosa xy = 0-ban:

J(O£h)—f(0) |0£h|—0] ii 1, hah>0
+h B +h >0 +h | —1, hah<0
h = 0-ban nincs hatarértéke, de van jobb és bal oldali hatarérték:
Yy
2 1
1 4
‘ x
-2 -1 1 2
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Intervallumon definialt fliggvényderivalt

Ha adott egy lokalis fiiggvénytulajdonsag f-re, mely egy zy pontban
jellemzi a figgvényt (vizsgalva x( egy kicsi kdrnyezetét, ahol értelmezve
van f), akkor ezt a tulajdonsagot vizsgalhatjuk egy teljes zart, nyilt, félig
zart vagy nem korlatos intervallumon is. (Hasonl6an a folytonossaghoz.)

Az f fiiggvény derivalhaté (a,b) C Dy-en, ha barmely 2y € (a,b) belsé
intervallumpontban derivalhaté.

Az f fiiggvény derivalhaté [a,b] C Dy-en, ha barmely zg € (a,b) bels6
intervallumpontban derivalhaté ES "a"-ban jobbrdl, "b"-ben balrél deri-
valhaté.

Az f fiiggvény derivalhaté [a,00) C Dy-en, ha barmely zo € (a,00)
intervallumpontban folytonos ES "a"-ban jobbrél derivalhaté.
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Miiveleti tulajdonsagok

Tétel. Ha az f és g fliggvények derivalhatéak egy = pontban, akkor

® ¢ fis derivalhaté (c € R), és (¢ f)'(z) = c- f'(x),
® f+ g isderivalhatd, és (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x),
e f—gisderivalhatd, és (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(x),

o f.gis derivalhato, és (f - g)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)d (z),

. iis erivalhaté (g(z és ! /x _ f(@)g() — f(2)g'(x)
Dis derivathats (9(0) 20, & () 2) |
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Miiveleti tulajdonsagok bizonyitasa

Bizonyitas.
c- f,(l'o),

o (f+g) (z)=lim (fxg)(z)—(f£g)(xo) im f(z)xg(x)— f(xo)Fg(zo)

T—x0 xr — Zo T—To T — o

— lim f(z) = f(xo) + lim g(x) — g(xo)
T—T0 xr — Xo T—T0 T — To
o o) i 9@ = 9)@0) L f@)g(e)— (wo)glwo)
(/- 9)'(2) =lim pra—— =l z — 2o
i 9@ @) = F(0))+ £ (0) (9(a) — gz0))

T—To T — X0

—g(ao)lim L@ 4 ) 1 SO0 _ 13000 4 £ (20)o ().

z—=xo T — T T—=xo X — T

= f'(z0) £ ¢ (x0),
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Példak:

Az z3 derivaltja:

(x3)/:(m~x2)/:(z)’~x2+xo(xQ)/:1~x2+x-2m:3I2.

A tangens derivaltja:

cosz) cos?(x) -

(te(z)) = (sin:z:) (sin(z))’ cos(z) — sin(z)(cos(x))’

cos(z) cos(z) — sin(z)(—sin(z))  cos?(z) + sin®(x) 1

cos2(x) N cos?(x) ~ cos?(z)”
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Feladatok

(2% +32% — Tz +3)’
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z))’
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z)) = 2’ - sin(x) + z - (sin(z))’ =1 - sin(z) 4+ x - cos(z) =

sin(z) + x cos(z).
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z)) = 2’ - sin(x) + z - (sin(z))’ =1 - sin(z) 4+ x - cos(z) =

sin(z) + x cos(z).

(cozzx) > |
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z)) = 2’ - sin(x) + z - (sin(z))’ =1 - sin(z) 4+ x - cos(z) =

sin(z) + x cos(z).

< 22 >/ _ 2x - COS(LL’) —x2. (— sin(x)) _ 2x COS(;L') + z? Sin(:L') ’
cos(z) cos?(x) cos?(z)
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z)) = 2’ - sin(x) + z - (sin(z))’ =1 - sin(z) 4+ x - cos(z) =

sin(z) + x cos(z).

( 22 > _ 2z -cos(x) —2? - (—sin(x)) _ 2w cos(z) + sin(z)

cos?(x)

cos?(x)
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Feladatok

(2% + 322 —Tx+3) =32 +3-20—7-1+0=32>+ 6z —T.

(zsin(z)) = 2’ - sin(x) + z - (sin(z))’ =1 - sin(z) 4+ x - cos(z) =

sin(z) + x cos(z).

< 22 >/ _ 2x - COS(LL’) —x2. (—sin(.’[)) _ 2x COS(;L') + z? Sin(:L') ’
cos(z) cos?(x) cos?(z)

(cos(m))’ (—sin(z)) - 22 — (cos(x)) - 2¢  —wsin(z) — 2cos(x).

x4 3
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Osszefoglalé: Derivalas

® Mit neveziink egy fliggvény pontbeli differencialhanyados fliggvényeé-
nek? Mi a geometriai jelentése?

® [rja le a pontbeli derivalhatésag definiciéjat!
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