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Magasabb rendii derivaltak,
Taylor-polinomok
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Derivalas linearis atfogalmazasa

Az f: Dy — R ((mo — 6,0 + §) C Dy) fiiggvény az xo pontban diffe-
rencialhatd, és derivaltja xo-ban M, ha létezik egy (x) fiiggvény, melyre

Ilirgo e(z) =0, és

f(@) =M - (z—x0) + f(xo) +e(z) - (z — 20).
Tehat a fiiggvény:
f(x) = f'(xo) - (x — wo) + f(wo) +e(x) - (x — x0).

érint8: legjobban simulé egyenes hibatag

Lo
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Erinté

Az f fiiggvény grafikonjanak érint6je az xo pontban az (xo, f(zo)) ponton
atmend, f'(xo) meredekségli egyenes, azaz

y = f'(x0) - (z — x0) + f(x0)
Peélda:

Irjuk fel az f(z) = 22 fiiggvény érintsjét az
xo = 1 pontban.

) =2z, igy f'(1) =2. R L4
/A
Masrészt f(1) =1, igy /
1 A4
Linearis atfogalmazasban: -2 / 2
/
2 _ 2 -y
2 =2x0- (x—xo) + x5 + (z—1z0) (x—x0). /
[ — ~—~ ——
M-(z—m0) f@o)  lim e(x) =0
T—xTo

Matematika Al eladas 4



Peélda

Irjuk fel az f(z) = tg(x) fiiggvény érintsjét az x5 = 0 pontban.
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Peélda

Irjuk fel az f(z) = tg(x) fiiggvény érintsjét az x5 = 0 pontban.

f'(x) = (coslx)T igy f/(0) =1. 5 |
Masrészt f(0) =0, igy
/ + + v
y =10~ 0)+ ) > ;

y=1(x—0)+0 azaz

y=x.
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Folytonossag és derivalhatésag

Tétel: Ha egy fliggvény egy zo € Dy pontban differencialhaté, akkor az
o pontban folytonos is.

lim f(z) = lim M(x —x0)+ f(zo) + lim e(x)(x — zo) =

rT—rT0o r—rTo Tr—rT0o

=M -0+ f(xzo) +0-0= f(zo).

FONTOS!

Visszafelé nem igaz, pl. az abszolatérték fiiggvény a 0-ban folytonos, de
ott nem differencialhaté (a grafikon nem "sima", folytonosan csatlakozik,
de tdrés van rajta).
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Korabbi miiveleti tulajdonsagok

Tétel. Ha az f és g fliggvények derivalhatéak egy = pontban, akkor

® ¢ fis derivalhaté (c € R), és (¢ f)'(z) = c- f'(x),
® f+ g isderivalhatd, és (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x),
e f—gisderivalhatd, és (f — g)'(z) = f'(z) — ¢'(x),

o f.gis derivalhato, és (f - g)'(z) = f'(z)g(x) + f(z)d (z),

. iis erivalhaté (g(z és ! /x _ f(@)g() — f(2)g'(x)
Dis derivathats (9(0) 20, & () 2) |
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Néhany fontos derivaltfiiggvény

(sin(x))" = cos(z), hasonléan (cos(z)) = —sin(z),
1
(cos(x))?”

és belattuk, hogy: (tg(z)) =
(e®) = e®, kesébb latjuk majd, hogy (a®) =a®In(a) (a > 0),

1
zln(a)’

és belatjuk még:  (In(z)) = %, (log, (z)) =
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Inverz fliggvény derivalasa

Tétel: Ha az f : Dy — R fiiggvény az © € Dy pont kdrnyezetében szigortan
monoton és diffhaté (azaz folytonos is) tovabba f’(z) # 0, akkor f™! létezik,
és differencialhaté y = f(z)-ben. Ekkor

N 1 1
U™V W =5 = 7wy

Példak:

e f(x) =€, x € R monoton ndvé és derivalhats, az f~'(y) = In(y)

() = v = = = o

(e:):)/ e eln(y) =

1
y'
e f(z) =sin(z), « € [-F, 5] monoton és folytonos, f~'(y) = arcsin(y)

(arcsiny) = 1 = L L =
vr = (sin(z))  cos(z) >0, cos(x)  cos(arcsin(y))
ha z € (—g, %)

_ 1 _ 1
\/1 — sin(arcsin(y))? \/1 — 2 '

1 1
Hasonléan  (arccos(z)) = T és (arctg(z)) = T
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Osszetett fiiggvények derivalasa (lancszabaly)

Tétel: Ha a g fliggvény differencialhaté az x helyen, és az f fiiggvény
differencialhaté a g(x) helyen, akkor az f o g fiiggvény is differencialhaté
az x helyen, és

(fog)(z)=f(9(z)) g'(2).
Peldak:

(cha)’ — (e"” + ew>’ _em—et n(a)

(sha) = (e"’” —Qe"’”)’ () ette” h(z)
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Logaritmikus derivalt

Az o derivaltja (a > 0):
o\ /
(ax)/ _ (eln(a )) _ (ezln(a)) — In(a) | ln(a) —a” ln(a)

Peélda:

. / . / . 1
<xsm(a:)) _ <esm(w) ln(:z:)) _ esm(z) In(z) <COS(LI’,’) hl((L‘) +sm(:c) ) _

T

_ 4@ (cos(x) In(z) + sin(z) ;) .
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))’

Matematika Al elSadas

12



Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

((z +2)?)
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4

Matematika Al elSadas

12



Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4

(3%
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Tovabbi példak

(sh(7z + 6))' = ch(7z 4 6) - 7 = Tch(7z + 6)
(sh(z))’ = ch(z)

(z+2)?) =2 +2) 1=22+4
(42?2 =@ +4r +4) =22+ 4

(3277) =32""In(3) - (~1) = —3*"“In(3)
(3%)" = 3% 1In(3)
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Magasabb rendii derivaltak

Az f : Dy — R valds fiiggvény masodrendii/masodik derivaltja az f'(x)
fliggvény derivaltja (feltéve, hogy f'(z) létezik).

d2
Jelolés: f"(x) vagy d—xé

Hasonléan definialhatjuk a harmad, negyed stb. n-ed rendi derivaltakat.

Jeldles: f(")(z) vagy Z:—{
Példak:
f'(z) = (sin(z))" = cos(x) g (x)= (23 —222 +1) = 3:17 — 4z
f"(z) = (cos(z)) = —sin(zx) g"(x) = (32% — 4z)’ = 62 —
f"(x) = (—sin(z)) = — cos(z) g"(x)=(6z—4) =6
(@) = (—cos(@)) =sin(e) () = (6) =0
79)(x) = (sin(z))’ = cos(x) 4 (x) = (0) =0
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Kozelité polinomok

Olyan polinomot definialunk, mely egy adott f, elég sokszor diffhaté fligg-
vényt valamely zg € Dy hely kdzelében megfelelSen jol kozelit.

Linearis polinomra p(z) = az + b, két egyiitthat6t kell meghatérozni.

Legyen a kozelité polinomnak és a fliggvénynek kdzos pontja (o, f (o)),
azaz

p(wo) = f (o).

Legyen a polinom és a fliggvény meredeksége azonos az x( helyen, azaz
P (z0) = f'(xo0).

Ezt a két feltételt teljesiti a p(z) = f'(x0)(x — xo) + f(xo) érintSegyenes.

Pl: f(x) =sin(x), x0 =0, akkor p(x) = cos(0)(x —0) +0 = x.
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Kozelité polinomok

Altalaban keressiik p(z) = an(x —x9)" +. ..+ a1 (x —x9) +ao polinomot,

illetve annak a,,, ..., a1, ag egyiitthatéit, agy hogy

p(xo) = (o), p'(w0) = £ (20), P (w0) = f"(20),...,p"™ (x0) = F"(x0).

Ha p(xo) = f(x0), akkor
p(x0) = an0™ + ...+ a10 + ag = ao = f(z0).
Ha p/(z0) = f'(x0), akkor
p(zo)=an -n-0"" 4. . +a3-2-0+a; =a1 = f(z0).
Ha p"'(z0) = f"(z0), akkor

P’ (o) =an-n-(n—1)-0""2 4. . 4+a3-3-2-04+az-2=2as = f"(x0).

Ha p™(z0) = f™(x0), akkor
p"(zo):an-n~...2-1:n!~an:f(")(x0).

Tehat

aozf(xo), alzf’(xo),..., A = ——— ..., Qn
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Taylor-polinom

Definicié: Az f fiiggvény n-ed rendii Taylor-polinomja az xg € Dy helyen,
ha ott a fliggvény legalabb n-szer derivalhaté:

k=0 k!
) o n " Zo 2 /
:f n(' )(ac—xo) +...+f(2 )(x—:co) + f'(zo)(z — zo) + f(z0).

f0)=a® =32 —Tx —1fpmo=-1 = T}y=-1
1(0) = 32% — 62 — T|geo = —7 = Ti,=—-Tz—1
f,0
:2!
1"(0) = 62 — 6|p—0 = —6 = Tjo=-32" Tz —1
:3!
7" (0) =6|,—0 =6 :3> T?,o =23 322 —Tr -1
k!
FD0) = fF(0) =0, k>4 = Tfo=Tho="Tjo

T;”O = f(z), n-ed foka polinom > n-ed rendii Taylor-polinomja 6nmaga.
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Peélda

f(z) =sin(z), x¢ =0, akkor

Tslmo(l) =cos(0)(x —0)+0=x, (érintd)

Q] O
Tszin,o(x) = Sl;( )(a: —0)2 +cos(0)(x—0)+0=0-224+2+0=ux,

— 0 3 0
T3, 0(x) = cgls( )( —0)3 - sin )(:r —0)2 4 cos(0)(x —0) +0 =

' 1
= —§$3+0-x2+x—|—0,
Ts%n,O(x) = Tssin,()(x)’ Yy
T35, o(x) = le - lx3 +x stb Y s
sin,0\*%/ — 5' 3| . 3
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Osszefoglalé: Derivalas

® Irja le az érinté definicisjat!

® Milyen tételt ismer egy fliggvény pontbeli folytonossaga és derivalha-
tésaga kozott?
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