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12. el6das:
Derivalt és monotonitas kapcsolata,
Lokalis és abszolat szélsGértékek,
Sz6veges szélsGértékfeladatok
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Monotonitas

Az f fiiggvény egy I = (a,b) C Dy intervallumon

® monoton ng, ha Vzi,20 € I, 1 < 29 = f(z1) < f(x2).
® szigorian monoton nd, ha Va1,x9 € I, 1 < 29 = f(x1) < f(x2).
* monoton csdkken, ha Va1, 20 € I, 21 < 20 = f(x1) > f(x3).

® szigorlan monoton csokken, ha
Vi, 20 €I, 21 < 29 = f(x1) > f(22).

® monoton, ha f(z) az I-n monoton né vagy monoton csokken.

® szigorian monoton, ha f(z) az I-n szigorGan monoton né vagy
szigorian monoton csokken.
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Monotonitas és derivalt

Tétel: Ha az f(x) fuggvény differencialhat6 és értelmezett az I interval-
lumon, akkor

® f'(x) > 0 minden x € I-re & f monoton né az I intervallumon.
® f/(x) <0 minden x € I-re & f monoton csdkken az T

intervallumon.

Tétel: Ha az f(x) fuggvény differencialhaté és értelmezett az I interval-
lumon, akkor

e f/(x) > 0 minden x € I-re = f szigordan monoton né az I
intervallumon.

® f/(x) <0 minden x € I-re = f szigorian monoton csdkken az I
intervallumon.

Szigori monotonitasra csak az egyik iranyban igaz a kovetkeztetés:

Példaul f(x) = x® szigoran monoton né: f'(z) = 3z% > 0, de f'(0) = 0.
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Peélda

Mely intervallumokon monoton az f(z) = e® — x fliggvény?
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Peélda

Mely intervallumokon monoton az f(z) = e® — x fliggvény?
flx)=e"—1

fx) >
e —1>0
e*>1

x>0,
azaz az f fiiggvény a [0, +00) intervallumon monoton né.

flx) <0
e*—1<0
e’ <1
x <0,

azaz az f fliggvény a (—oo, 0] intervallumon monoton csokken.
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Lokalis szélsgérték

Definicié: Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az 2y € Dy pontja
lokalis maximumbhely, ha van olyan § > 0, hogy f(z) < f(xo) minden
x € (xg — d,x0 + 0) esetén. A lokalis maximum az f(z) fiiggvényérték.

Definicié: Az f: Dy — R (Dy C R) fiiggvénynek az zy € Dy pontja
lokalis minimumbhely, ha van olyan 6 > 0, hogy f(z) > f(xz¢) minden
x € (ko — 0,0 + 0) esetén. A lokalis minimum az f(z() fliggvényérték.

Lokalis széls6érték: lokalis minimum vagy lokalis maximum értéke, ami
valamely értéke R ;-nek.

Lokalis szélsGértékhely: lokalis minimumhely vagy lokalis maximumhely,
valamely pontja D-nek.
Megjegyzés:
Nem tessziik fel, hogy a fliggvény differencialhaté a pontban, ettdl
még lehet ott szélsGértéke.

Példaul: f(z) = |z| figgvény lokalis minimuma van zy = 0-ban, de
ott nem derivalhato.
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Lokalis szélsgérték feltételei

Tetel (lokalis szélséérték sziitkséges feltétele): Ha az f(z) fiiggvénynek
az xg pontban lokalis szélséértéke van, és az xg-ban differencialhaté a
fliggveny, akkor f'(zo) = 0.
Megjegyzés:  Forditva az f’(xg) = 0-bdl nem kdvetkezik, hogy xo-ban
lokalis szélssérték van: példaul f(z) = 23 fiiggvény ¢ = 0 pontban.
Tovabb vizsgalva a "lehetséges" szélsGértékhely kdrnyezetét:
Ha f'(x9) = 0 és a fiiggvény
(xo — 8, 20)-ban f'(x) > 0 (azaz f szig. mon. né) és
(x0, o + 0)-ban f'(x) < 0 (azaz f szig. mon. cs6kken),
akkor zo-ban lokalis maximum van.
Ha f'(zo) = 0 és a fiiggvény
(xo — 0, z0)-ban f'(x) < 0 (azaz f szig. mon. csokken) és
(x0, o + 0)-ban f'(x) > 0 (azaz f szig. mon. nd),
akkor zg-ban lokalis minimum van.
Elégséges feltétel a lokalis szélsBérték létezésére:
f'(zo) =0, és a fiiggvényderivalt elgjelet valt.
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Peélda

Van-e lokalis szélsértéke az f(x) = e® — x fliggvénynek?
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Peélda

Van-e lokalis szélsértéke az f(x) = e® — x fliggvénynek?
fllz)=e"—1=0 = e’ =1 = z90=0
azaz a fiiggvénynek csak a 0 pontban lehet szélsGértéke.

Vizsgaljuk meg a derivalt el&jelét a 0 kornyezetében:

T <0 0 O<uz
f'(x) | negativ(e® < 1) 0 pozitiv (e* > 1)
(x) mon.csokk. lok.min. mon.ng

A derivalt el6jelet valt a 0-ban, negativbél pozitivba, tehat a fiiggvény
csokkensbsl névekedébe megy at, ezért az 2y = 0 pont egy lokalis mini-
mumbhelye a fiiggvénynek.

A lokalis minimum értéke: f(0) =¢e’ —0=1.
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Elégséges feltétel lokalis szélséértékre

Ha az f fliggvény kétszer differencialhato, és f'(xg) =0, és

f"(z0) < 0, akkor zg-ban lokalis maximum van
(f" pozitivbél negativba valt, azaz csokkend).
f"(zg) > 0, akkor z¢-ban lokalis minimum van

(f' negativbdl pozitivba valt, azaz névekvd).

Megjegyzés: ha f"(x9) = 0 nem tudjuk, van-e szélséérték

f(x) = z* fiiggvénynek xo = 0-ban lokalis minimuma van, de

f'(z) = 4a®, f"(x) = 1222, igy f"(0) = 0.
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Peélda

Van-a lokalis szélséértéke az f(x) = e* — x figgvénynek?
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Peélda

Van-a lokalis szélséértéke az f(x) = e* — x figgvénynek?
flz)=e"—1=0 = e* =1 = 20=0

azaz a fliggvénynek csak a 0 pontban lehet szélséértéke.
Vizsgaljuk meg a masodik derivalt elgjelét a 0-ban:
ff@)y=e*, f0)=e"=1>0

A masodik derivalt szigortian pozitiv a 0-ban, ezért az xg = 0 pont egy
lokalis minimumbhelye a fliggvénynek.

A lokalis minimum értéke: f(0) =€’ —0 = 1.
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Peélda

Keressiik az f(x) = 23 — 3z fiiggvény lokalis szélssertékei.
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Peélda

Keressiik az f(z) = 2% — 3z fiiggvény lokalis szélssértékei.

"(z) =322 -3
f'(x) Fle) =0 y
327 —3=0
=1 + +x
12 = F1 —M 1
z | (~00,—1)| -1 (—1,1) 1 (1, 00)
I (x) + 0 — 0 +
f(z) | mon.ng. | lok.max. | mon.csokk. | lok.min. | mon.né
Az 11 = —1-ben f’ pozitivbél negativba valt = ez lokalis maximumbhely,

a lokalis maximum értéke: f(x1) = f(—1) = 2.
Az o = +1-ben f’ negativbdl pozitivba valt = lokalis minimumbhely,

a lokalis minimum értéke: f(z3) = f(1) = —2.
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Peélda

Az f(z) = 2% — 3x fiiggvény lokalis szélssértékei.

fl()=322-3, fl(z)=0= z12==21¢és [f'(z)=6m.

Az 1 = —1-ben f"(z1) = f"(—1) = —6 < 0, = lokalis maximumhely,
a lokalis maximum eértéke: f(z1) = f(—1) = +2.

Az zo = +1-ben [ (x2) = f"(4+1) = +6 > 0, = ez lokalis minimumbhely,
a lokalis minimum értéke: f(z3) = f(+1) = —2.
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Osszefoglalas

Sziikséges feltétel: xz( lokalis szélssérték, akkor f/(zg) =0
Elsérendii elégséges feltétel:

f'(xo) =0és (xg— d,20)-ban f'(x) <0,
(xo, 0 + 0)-ban f’(x) >0, akkor g lokalis minimumhely

f'(x0) =0és (zg — d,x0)-ban f'(z) >0,
(xo, 0 + 6)-ban f'(x) <0, akkor zq lokalis maximumbhely

Masodrendii elégséges feltétel:

f'(zo) =0és f"(xg) >0, akkor zq lokalis minimumhely
f(xo) =0és f"(x9) <0, akkor zq lokalis maximumbhely
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Globalis/abszolut szélsGértékek

Definicié: Az f : Dy — R fiiggvénynek az o € Dy pontja globa-
lis/abszolat maximumhely, ha f(x) < f(xo) minden x € Dy esetén.

Definicio: Az f : Dy — R fiiggvénynek az o € Dy pontja globa-
lis/abszolat minimumhely, ha f(z) > f(zo) minden z € Dy esetén.

A globalis minimum/maximum lehet lokalis szélsGérték vagy az értelmezési
tartomany szélén is.

Peélda: (korlatos zart intervallumon) Y
f:[-0.5,1] = R, f(x) = 22 fiiggvény 1” |
globalis minimuma = = 0-ban 0, és i
globalis maximuma z = 1-ben 1. 4&4 .
—0.5 1
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Korlatos zart intervallumon

Példa:

Keressiik a globalis szélssértékeit: f: [—v/3,3] = R, f(z) = 2® — 3x.
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Korlatos zart intervallumon

Példa:
Keressiik a globalis szélssértékeit: f: [—v/3,3] = R, f(z) = 2® — 3x.

Lokalis szélséértékek: f/(z) = 32% — 3 =0, azaz 215 = +1-ben.

y
15 |
10 |
5 1
x
31 2 3

Lok. min.: 1 = 1 pontban (—2). Lok. max.: z2 = —1 pontban (2).
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Korlatos zart intervallumon

Példa:
Keressiik a globalis szélssértékeit: f: [—v/3,3] = R, f(z) = 2® — 3x.

Lokalis szélséértékek: f/(z) = 32% — 3 =0, azaz 215 = +1-ben.

Y
15 ¢

10 +

5 1

31 2 3

Lok. min.: 1 = 1 pontban (—2). Lok. max.: z2 = —1 pontban (2).
Az intervallum szélein a fliggvény értéke:

F(=V3) = (—=v3)°=3(—V3) =06s f(3) =3°—3-3=27-9 =18

Igy az abszolat minimumérték: —2 (x = 1-ben),
és az abszolat maximumérték: 18 (z = 3-ban).
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Nem korlatos intervallum esete

Ha a fiiggvény nem korlatos intervallumon van értelmezve, akkor hatarér-
téket kell szamolni az intervallum szélén.
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Nem korlatos intervallum esete

Ha a fiiggvény nem korlatos intervallumon van értelmezve, akkor hatarér-
téket kell szamolni az intervallum szélén.

Példa: Keressiik a globalis szélssértékeit! \
fi[=1,+00) = R,

1 —

r+2 B

fl@)y=1+
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Nem korlatos intervallum esete

Ha a fiiggvény nem korlatos intervallumon van értelmezve, akkor hatarér-
téket kell szamolni az intervallum szélén.

Példa: Keressiik a globalis szélssértékeit! \

fi[~1,400) = R, |
1 —

1

s ‘ T
=1 —
fla) =1+ —— 2 -1
-1
A lokalis széls6érték kereséséhez megnézziik a derivaltat: f/(x) = o
x

Ez nem lehet 0, tehat nincs lokalis szélsGérték. Ugyanakkor az interval-
lumon a derivalt mindenhol negativ, tehat a fliggvény szigorian monoton
csokkend.
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Nem korlatos intervallum esete

Ha a fiiggvény nem korlatos intervallumon van értelmezve, akkor hatarér-
téket kell szamolni az intervallum szélén.

Példa: Keressiik a globalis szélssértékeit! \

1

fi[-1,400) = R,

1 ! :
‘ \
=1 — —
fla) =1+ —— 2 -1
-1
A lokalis szélsGérték kereséséhez megnézziik a derivaltat: f'(z) = ———.
(x+2)2

Ez nem lehet 0, tehat nincs lokalis szélsGérték. Ugyanakkor az interval-
lumon a derivalt mindenhol negativ, tehat a fliggvény szigorian monoton
csokkend.

Az intervallum szélein:

f(=1)=2 & lim f(z)=1.

Tr—00

Tehat a globalis maximumérték 2 (z = —1-ben), mig globalis minimum
nincs, mert az 1-et nem veszi fel a fliggvény (ez a legnagyobb alsé korlat).
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Nyilt intervallum esete

Ha a fiiggvény nyilt intervallumon van értelmezve, akkor hatarértéket kell
szamolni az intervallum szélén.
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Nyilt intervallum esete

Ha a fiiggvény nyilt intervallumon van értelmezve, akkor hatarértéket kell
szamolni az intervallum szélén.

Példa: Keressiik a globalis szélséértékeit!

f: (_270)—>R7
1
fla) =1+ —
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Nyilt intervallum esete

Ha a fiiggvény nyilt intervallumon van értelmezve, akkor hatarértéket kell
szamolni az intervallum szélén.

Példa: Keressiik a globalis szélséértékeit!

f: (_270) - Ry
1
=1
/(@) * T+2
-1
A derivalt: f'(r) = ——=, nem lehet 0, tehat nincs lokalis szélséérték.
(z +2)2

Ugyanakkor az intervallumon a derivalt mindenhol negativ, tehat a fiigg-
vény szigoran monoton cstkkend.
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Nyilt intervallum esete

Ha a fiiggvény nyilt intervallumon van értelmezve, akkor hatarértéket kell
szamolni az intervallum szélén.
Példa: Keressiik a globalis szélséértékeit!

f: (_25 0) - Ra
1
=1
/(@) * T+2
-1
A derivalt: f'(r) = ——=, nem lehet 0, tehat nincs lokalis szélséérték.
(z +2)2

Ugyanakkor az intervallumon a derivalt mindenhol negativ, tehat a fiigg-
vény szigoran monoton cstkkend.

Az intervallum szélein:
wi}§12+f(x) =00 és wli%lﬁ f(z) =3/2.

Tehat globalis maximumérték nincs, mert a —2 jobb oldali kérnyezetében
nem koratos a fiiggvény, mig globalis minimuma sincs, mert a 3/2-et nem
veszi fel a fliggvény (ez a legnagyobb alsé korlat az intervallumon).
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Szoveges feladat

Hatarozzuk meg annak a hengernek a magassagat és az alapkore sugarat,
mely 1 liter térfogata, felll nyitott, és a felszine a lehetd legkisebb!
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Szoveges feladat

Hatarozzuk meg annak a hengernek a magassagat és az alapkore sugarat,
mely 1 liter térfogata, felll nyitott, és a felszine a lehetd legkisebb!

Ha a henger alapjanak a sugara r, és a magassaga m, akkor a térfogata
r2mm, melynek 1-nek kell lennie (feltéve, hogy deciméterben meérjiik a

hosszakat):

rlrm = 1,

ebbél kifejezhetjiik a magassagot:

L

m = .
r2m

A felszin nagysaga, felhasznalva a magassag kifejezését:
2 2 1 2
A=r°7+2rrm =17+ 271 =rem+ —.
r

rim

Ennek az r-t6l fiiggé kifejezésnek keressiik a minimumat, ha r > 0, azaz
az r € (0,00) nyilt, nem korlatos intervallumon.
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Szoveges feladat — folytatas
Igy az
2
Ar)=r’m + =
,

kifejezés minimumat keressiik r € (0, co)-re.
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Szoveges feladat — folytatas
Igy az
A(r) =r?m + 2
,

kifejezés minimumat keressiik r € (0, co)-re.

2 mrd — 1
Al(r) =2rm — = 277"2 ,
. il 3 1
akkor nulla, ha a tort szamlaléja nulla: 7r° = 1, azaz rg = —=-ban.
N&s
r (%) | F |G
A'(r) — 0 +
A(r) | mon.csokk. | lok.min. | mon.ng

(VAGY a masodik derivalt értéke az rg helyen:

4
AH(T'()) = <27T + 73>

4
=2+ ———5 =27 + 47 =67 >0,

igy ez valéban lokalis minimum.)

Matematika Al eladas

19



Szoveges feladat — folytatas

Mivel az A(r) az r € (0, 00) esetén értelmes, ezen intervallumon az ry-ban
globalis minimuma van a fiiggvénynek, mivel az A(r) figgvény a (0, 7o)
intervallumban monoton csékken, mig az (rg, 00) intervallumban monoton
né.

Ebben az esetben a henger magassaga:

1 1 1 1
mO = —= = = 3 = —
T‘gﬂ' 1 2 T 7'r1_§ \‘0/77'
I
Azaz az g = mg = %ﬂ valasztas esetén lesz az 1 liter dGrtartalma feldl

nyitott henger felszine a legkisebb.
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Osszefoglalé: Monotonitas, szélséérték

® Jellemezze egy fliggvény monotonitasat az elsé derivalt segitségével!

® Definialja, hogy mikor van egy helyen a fiiggvénynek lokalis minimu-
ma/maximumal

® Fogalmazza meg a lokalis szélsGérték létezésére vonatkozo sziikséges
feltételt.

® Fogalmazza meg a lokalis szélsGérték létezésére vonatkozo elégséges
feltételt. Mikor kapunk minimum és mikor maximum helyet?
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