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14. el6das:
Kozépértéktételek, L'Hospital-szabaly
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Rolle-tétel

Tétel: Ha az f(x) fliggvény az [a, b] intervallumon folytonos, és az (a, b)
intervallumon differencialhaté, és f(a) = f(b), akkor van olyan z € (a,b),
hogy f/(xo) = 0 (az érinté vizszintes).

Bizonyitas:

A Weierstrass-tétel szerint a fiiggvény felveszi a minimumat és a maximu-
mat, ezek koziil legalabb az egyik belsé pont. Ez lokalis szélséérték, igy a
derivalt ott nulla.
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Lagrange-tétel

Tétel: Ha az f(z) fliggvény az [a, b] intervallumon folytonos, és az (a,b) inter-
vallumon differencialhaté, akkor van olyan zo € (a,b), hogy

) = LB 1),

azaz létezik olyan érint8, mely a grafikondarab végpontjait 6sszekoté szakasszal
parhuzamos.

Bizonyitas: A Rolle-tételt alkalmazzuk a kdvetkezé fliggvényre

Fa) = @) - 1O )

Ekkor F'(b) = f(b) — %":(a)(b —a) = f(a) = F(a). gy letezik zo € (a,b)

R =) - HOZ10 —o (e = 01,
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Cauchy-tétel

Tétel: Ha az f(x) és g(x) fiiggvények az [a,b] intervallumon folytonosak,
az (a, b)-n differencialhatéak és ¢’(x) # 0 barmely x € (a, b) esetén, akkor
van olyan zy € (a,b), hogy

F'(zo) _ J) = f(a)

Fa) = f(a) - L0
fiiggvényre, mivel
FO) - F(@) = £0) = @)~ L0204 (906) — g(a)) =0

tehat F'(b) = F(a). Ekkor létezik z¢ € (a,b), hogy
f(b) = f(a)

F'(z0) = f'(20)— d(x0) =0 <= —

g(b) — g(a)
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L'Hospital-szabaly

Bernoulli-L'Hospital-szabaly a lim M hatarérték kiszamitasara.
v—a0 g(x)

Tetel: Az f(x) és g(x) fuggvények differencialhatéak az = egy nyilt kor-
nyezetében (esetleg xg-ban nem). Tegyiik fel, hogy ebben a kérnyezetben
g'(x) # 0 ha x # xo. Ekkor, ha

lim f(z)= lim g(x) =0

T—To T—To
vagy

lim f(z) = too és lim g(z) = +oo,

Tr—x0 T—xTo

/
és létezik a lim (@) = A, akkor lim 1) is létezik és " A"-val egyenlé.
A% (@) % g(a)

Megjegyzés 1.: Az "A" valés szdm vagy oo is lehet.

Megjegyzés 2.: Az xg-ban féloldali vagy a oo-ben is szamolhatunk igy
hatarértéket.

Matematika Al eladas



L'Hospital-szabaly
Bizonyitas: Abban az esetben, ha

A Jlw) = lm g(z) =0.
Legyen = € (xg — 6,x0) (azaz = < xg), és ha zp-ban f vagy g nem
folytonosak, értelmezziik a fiiggvényeket agy, hogy
f(zg):= lim f(x)=0 és g(xg):= lim g(x)=0.
T—rTo— T—xo—
Ekkor mar f és g folytonosak xg-ban is, tehat [z, zo]-on is.
Mivel f folytonos [z, o] zart intervallumon és diffhaté (z,z¢)-ban, ezért
a Cauchy-tételt felhasznalva létezik € € (x, ), hogy

(€ N [0 107 N (3
PR gE)  fEm0 e @) —glm) T €5 gE)
es gﬁajo

g(z0)=0

Ha = > zg hasonléan.
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Peélda

et —1
hatarérték?

Mennyi a lim
z—0
Ekkor, ha

akkor a 0-ban

A derivaltak

igy

! x
1mf(x) _1imi:1:1_
x—0 g/(m) z—0 1 1

Ezért alkalmazhatjuk a L'Hospital- szabaly

v_
€ —1.

lim
x—0 x

Matematika Al eladas 8



Megjegyzés

/
Csak akkor miikodik a szabaly, ha a lim (@) hatarérték létezik.
a=ao g'(x)
o 0 . fl@) R
Ha nem létezik, attél még a lim “—— létezhet, példaul:
Tr—To g(l’)
lim xr +sinz _9
T—00 €

lim (z+sinz) =00 & lim z=o0.
T—>00 T—00

f(@) =@+ sina, glx) = a,
f'(x) =1+ cosz, Jg(x)=1
/
1
Tehat lim f,(x) = lim 1hcosr lim 1+ cosz, ami nem létezik.
De fim L&) — jyy EFSNT g STy
z—oo g(x) w00 T T—00 T
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Tobbszori alkalmazas

Tobbszor is alkalmazhatjuk a tételt:

/ 7
o S P )
T—x0 g(x) T—x0 g’(x) T—xo g”(q;)
Pelda: lim & 2~ 1 o

x—0 x
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Tobbszori alkalmazas

Tobbszor is alkalmazhatjuk a tételt:

/ 7
o S P )
T—xo g(x) T—x0 g’(x) T—xo g”(q;)
Pelda: lim & 2~ 1 o
x—0 x

lime®* —2—-1=e>—-0—-1=0

x—0

flx)=e"—2z -1
fla) = —1
1) = e
) et —xr—1 » () )
lim — = ~ lim
x—0 X 0 x—0 2:1}
e’ —rx—1 1

tehat lim ——— = —.
x—0 2 2
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Példak

lim
x—0 xX

1—cosx
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1—cosz 707
lim ———— = —— tipus(, alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:
x—0 x 0
. 1—coszx . sinz 1 1
lim ———— ~» lim =—-1=-,
x—0 {L’2 z—0 21 2 2
1 — cos 1
teht lim L= _ L
x—0 x 2
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1—cosz 707
lim ———— = —— tipus(, alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:
x—0 x 0
. 1—coszx . sinz 1 1
lim ———— ~» lim =—-1=-,
x—0 {L’2 z—0 21 2 2
1 — cos 1
teht lim L= _ L
x—0 x 2
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Példak

1—cosxz 707 . , )
lim ———— = —— tipusu, alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:
x—0 Jj2 0
. 1—coszx . sinz 1 1
lim ———— ~» lim =—-1=-,
z—0 2 z—0 21 2 2
. 1—cosx 1
tehat lm ——— = —.
x—0 1’2 2
xn 77m77
lim — = —— tipusd, alkalmazhatjuk a L'Hospital-szabalyt:
z—oo e nezt 00
oz o opgnl . nn—1)...2-1 nl!
lim — ~ lim oo lim————————— = — =
z—o0 et rz—oo ¥ T—00 et o0
.ooat
tehat lim — = 0.
r—o0 e
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Mas kritikus esetek, ahol a L'Hospital-szabaly alkalmazhaté

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is megprobalkoz-
hatunk tortté alakitani. Példaul:

f@) 9@

lim f(x)-g(z) ="0-00" = lim == = li
T—T0 T—To T—T) ——
g(x) f(=z)
Példaul
x 9 w”
lim -2 =700-0" = lim = lim 5 =0.
T—00 r—00 =T o0 z—o00 4% . 2
Vagy
ln x b)) _ OO”
lim z-In(z) =70 —o0” = lim (1 ) = ~
z—0+ x—0+ = o0
1
~ lim —%— = lim —x=0.
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Mas kritikus esetek, ahol a L'Hospital-szabaly alkalmazhaté

Ha nem tort hatarértékét szeretnénk megallapitani, akkor is megprébalkoz-
hatunk tortté alakitani. Példaul két tort kiilonbsége a kdzos nevezére vald
hozas utan mar egy tort:

: 1 r ., s o 9(@) = f2)
lm — — — =700 — 0" = lim =—=—F—F———=
e—zo f(x)  g(x) z—zo  f(x)g(x)
m 1L oo gy HE) L 7O
z—=14+x — 1 IH(SE) o _z~>1+ (x_].)h’l(x) = 0
i % -1 . 1—=x » ()
~  lim = dm
z—1+ ln(x) + (zx T xln(:p) pe— 0
-1 1
~ lim _

e—1+ In(z) + 21 +1 2

x
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FONTOS

A tort derivalasa és a L'Hospital-szabaly két kiilénb6zé dolog!

g 9*(x)
lim M li (=)
vowo g(x) 2o g'(7)

Nem szabad Osszekeverni!
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Osszefoglalé: Konvexitas, inflexidk, aszimptotak

Fogalmazza meg a Rolle-féle kozépértéktételt!

® Fogalmazza meg a Lagrange-féle kozépértéktételt!

Fogalmazza meg a Cauchy-féle kdzépértéktételt!

9
0

Irja le a 2 esetre vonatkozé L'Hospital-szabalyt!
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