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16. el6das: Primitiv figgvény,
hatarozatlan integral,
alapintegralok, miiveleti tételek
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Primitiv fliggvény

Definicio: Az F(x) figgvény az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye az
I C Dy nyilt intervallumon, ha ott F' derivalhaté és F'(z) = f(x) teljesiil
minden x € I-re.

Altalaban a megfelel6 nagybetiivel jeldljiik a primitiv fiiggvényt.

Példa:
f(x) = 322 esetén F(z) = 22 j6
vagy
F(z) = 2% + 1 esetén F'(z) = (23 + 1) = 322 + 0,
s6t barmilyen ¢ € R-re F(z) = 23 + ¢ j6

F'(z) = (2 +¢) =32+ 0= f(x).
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Primitiv fliggvény

Tetel: Ha Fj(z) = Fj(x) = f(z) az I intervallumon, akkor van olyan
c € R, hogy Fi(x) = Fy(z) +c. Azaz a primitiv fliggvény konstans erejéig
egyértelmdi.

Tekintsiik az f(x) fliggvény primitiv fliggvényeinek halmazat az I C Dy
intervallumon

F={F(z)|F'(z) = f(x) Yz €I}

Ezt a fiiggvényhalmazt f hatarozatlan integraljanak nevezziik az I in-
tervallumon.

Jelolése:

/f(ﬂf)dm:F(x)+c, ceR.

Példa:
/3x2dx:{x3+c|ceR}:x3+c.
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Folytonossag és integralhatésag

Tétel: Ha az f(x) fiiggvény folytonos, akkor van primitiv fiiggvénye.
Indolkas késébb.

Habar a folytonossag elégséges feltétele a primitiv fiiggvény létezésének,
ez nem jelenti azt, hogy elemi fliggvények segitségével felirhaté a primitiv
fliggvény.

Példaul az f(z) = e~ fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, hiszen foly-
tonos, de nem tudjuk felirni az altalunk ismert fliggvényekkel.
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Miiveleti tulajdonsagok

Tétel:
/ f(2) + g(z) da = / f@)de + / o(z) da
[ @) = g@)dz = [ f@)do - [ g(a)da
/cf(:r)dz:c/f(x)d:r cER

A derivalasi szabalyok megforditasabdl kovetkeznek.
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Elemi fiiggvények integraljai

Mivel () =1, igy /1dx =z+ec

(™) = na" ", igy
/nm"‘l de=z2"+c
n—1 1 n
" dr = —a" + ¢, han #0
n

/x"dmzixnﬂ—i—c, han# —1

Tudjuk, hogy (In(z))" = 1, ha z > 0, igy
1
/dezln(x)—l—c, haz >0

1
/;dx:ln|x|—|—c, haxz #0
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Elemi fiiggvények integraljai — tablazat

f
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/fdx
n+1

+c

n+1
In|z|+¢
sin(z) + ¢
—cos(z) + ¢
e’ +c
sh(z) + ¢
ch(z) + ¢

arctg(x) + ¢

arcsin(zx) + ¢

n# —1
z#0

lz] <1




Példak

/m3+4m2—5dx:
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Példak

3

4 1 4
/m3+4m2—5dx=%+4%—5x+c=1x4+§x3—5x+c
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Példak

3

4 1 4
/m3+4m2—5dx=%+4%—5x+c=1m4+§x3—5x+c

/:EZ\/de =
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Példak

o
/m3+4m2—5dx:——|—

3 1 4
1 4%—5x+c=1m4+§x3—5x+c
x? 2 2
/:EQ\/EdLE: /x?dz:T—Fc:?m%—i—c:?vﬂ—Fc
2
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Példak

o
/m3+4m2—5dx:——|—

3 1 4
1 4%—5x+c=1x4+§x3—5x+c
x? 2 2
/:EZ\/EdLE: /x?dz:T—Fc:?x%—}—c:?vﬂ—Fc
2
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Példak

o 3
/m3+4m2—5dx:

T 1 4
Y Bl — 4y 23
1 + 3 5T + ¢ 1F —|—3x 5T + ¢
a3 2 2
/zzﬁdx:/x?dz:T—Fc:?x%%—c:?vﬂ—Fc
2
/331n(x)+ Uidx /3s1n(m)+\f2; dz =
1+.’E2 N 1/1_’_332 o
= —3cos(z) + v2arsh(z) + ¢
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Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fliggvényt, melyre

f'(z) =cos(z) és f(0)=5.
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Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fliggvényt, melyre

f'(z) =cos(z) és f(0)=5.

f'(x) =cos(z) = f(z)=sin(z)+c
f(0)=sin(0) +¢c=5 = ¢=5

f(z) =sin(z) +5
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R RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR==———

Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fliggvényt, melyre

J@)=az e [(2)=1 e f(1)=0.
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R RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR==———

Feladat

Hatarozzuk meg azt az f(x) fliggvényt, melyre

J@)=az e [(2)=1 e f(1)=0.

@)=z = P =" ta

2

2
fI(Q):?—f—Cl:Q—i-Cl:l = 01:—1

2 1 3 3
f’(a:):%—l = f(x):§%—x+02=%—x+02

1 5 5
f(l):6—1+62:—6+02=0 = 62:6

z3 5
f(x)—g—x—i-é

i
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Osszefoglalé: Hatarozatlan integral

¢ Definialja a primitiv fliggvényt!

® Milyen tételt ismer egy fliggvény primitiv fiiggvényeinek szamaval kap-
csolatban?

® Definialja egy fliggvény hatérozatlan integraljat!
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