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17. el6das:
Egyszerii helyettesités médszere,
Parcialis integralas,
Teljes helyettesités
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Els6 helyettesitési szabaly - a lancszabaly megforditasa

Tétel (Egyszerii helyettesités): Ha az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye
F(x), akkor

/f(g(w)) g (z)dz = F(g(x)) +c.

Bizonyitas:

(F(g(2)) +¢) = F'(9(x)) - g'(x) = f9(2)) - g/ (2).
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Els6 helyettesitési szabaly - a lancszabaly megforditasa

Tétel (Egyszerii helyettesités): Ha az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye
F(x), akkor

/f(g(w)) g/ (x) do = F(g(x)) + c.
Bizonyitas:
(F(g(2)) +¢) = F'(9(x)) - g'(x) = f9(2)) - g/ (2).

Példa:
/sin(5x —7)dz =
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Els6 helyettesitési szabaly - a lancszabaly megforditasa

Tétel (Egyszerii helyettesités): Ha az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye
F(x), akkor

/f(g(w)) ¢/ (z)dz = F(g(2)) +c.
Bizonyitas:
(F(g(x)) +¢) = F'(g(x)) - ¢'(z) = f(g()) - ¢/ ().

Példa: )
/sin(5x —7)dx = g/sin(5x —7)-5dx =
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Els6 helyettesitési szabaly - a lancszabaly megforditasa

Tétel (Egyszerii helyettesités): Ha az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye
F(x), akkor

/f(g(w)) g (z)dz = F(g(x)) +c.

Bizonyitas:

(F(g(2)) +¢) = F'(9(x)) - g'(x) = f9(2)) - g/ (2).

Példa: )
/sin(5x —7)dx = g/sin(5x —7)-5dx =

cos(bx — 7)
= —f —|— C7

ahol f(z) =sin(z), F(x)= —cos(z), g(z)=5x-7 ¢ (z)=>5.
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Példak

/cos(2m) dz =
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Példak

/cos(2x) dz = sm(22x) +ec,
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Példak

sin(2x)

/cos(2x) dz = 5

/sin2 (x)dz =

+¢,
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1- 2 1 2 in(2
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1- 2 1 2 in(2
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o [ 1—cos(2z) . /1 _cos(2z) .z sin(2z)
/bln (x)dx—/72 dz = 5" 5 dx—2 Y +c

1
/x—de: Injlz—-2|+¢
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Példak

o [ 1—cos(2z) . /1 _cos(2z) .z sin(2z)
/bln (x)dx—/72 dz = 5" 5 dx—2 Y +c

1
/x—de: Injlz—-2|+¢
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Példak

/sin2(x)d33:/de:/l—wdxzf—w+c

2 2 2 2 4
/ L d In|z — 2|+
= In —
2 i X &
1 (z—2)"! 1
d = = —
/(m—2)2 . o1 temr ;e
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Példak

/sin2(x)d33:/de:/l—wdxzf—w+c

2 2 2 2 4
/ L d In|z — 2|+
= In —
2 i X &
1 (z—2)"! 1
d = = —
/(m—2)2 . o1 temr ;e
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/sin2(x)d33:/de:/l—wdxzf—w+c

2 2 2 2 4

1
/x_de:ln|x—2|—|—c

1 (z—2)! 1
/(x—2)2dx_ o1 temr ;e

1 (22 —3)101 (2z — 3)101
100 L _

/(2w ) e =g 101 202 ¢
/f ax +b)d (al+b) c
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Péeldak - Altalaban

eVae

d:
\/E x
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Péeldak - Altalaban

eVT
Nz
ahol g(x) = v/, g'(a) = 3oz, f(&) = ¢, F(2) = "

/tg(x) dz =

1
dx = 2~eﬁ-ﬁdx:2eﬁ+c
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Péeldak - Altalaban
eVT

NG

ahol  g(z) =V, ¢'(x) = 55, f(z) =¢*, F(z) = ¢

1
dx = 2~eﬁ-ﬁdx:2eﬁ+c

/tg(x)dx: /Sm(x)dx:/msl(x)-sin(a:)dx: —In|cos(z)| + ¢

cos(x)
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Péeldak - Altalaban
eVT

NG

ahol  g(z) =V, ¢'(x) = 55, f(z) =¢*, F(z) = ¢

1
dx = 2~eﬁ-mdx:2eﬁ+c

/tg(m)dx: /Sm(x)dx:/msl(x)-sin(a:)dx: —In|cos(z)| + ¢

cos(x)

ex
% qr=
/1—}—621’ .
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Péeldak - Altalaban
eVT

NG

ahol  g(z) =V, ¢'(x) = 55, f(z) =¢*, F(z) = ¢

1
dx = 2~eﬁ-mdx:2eﬁ+c

/tg(m)dx: /Sm(x)dx:/msl(x)-sin(a:)dx: —In|cos(z)| + ¢

cos(x)

/ 1—EW dz = arctg(e®) + ¢
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Péeldak - Altalaban
eVT

NG

ahol  g(z) =V, ¢'(x) = 55, f(z) =¢*, F(z) = ¢

1
dx = 2~eﬁ-mdx:2eﬁ+c

/tg(m)dx: /Sm(x)dx:/msl(x)-sin(a:)dx: —In|cos(z)| + ¢

cos(x)

/ 1—EW dz = arctg(e®) + ¢

/ cos®(x) dx =
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Péeldak - Altalaban

1
\f 2~eﬁ-mdx:2eﬁ+c

ahol g(x) = v/, g'(a) = 3oz, f(&) = ¢, F(2) = "

/tg(m)dx: /zioz(é;dx:/m;(x)-sin(x)dx: —In|cos(z)| + ¢

/ 1—EW dz = arctg(e®) + ¢

/cos3(x) dz = /(1 — sin®(z)) - cos(z) da =
in®(x
= /Cos(x) dr — /Sinz(x) -cos(z) dz = —sin(x) — % +e
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Parcialis integralas
A szorzatra vonatkozé derivalasi szabaly:

f'(@)g(z) + f(2)g'(z) = (f(x)g(x))".

Integralva az egyenlet mindkét oldalat
[ F @)+ f@ ) do = f@)g(o) +
Atrendezve az egyenletet

[ f@g @) do = f@)gta) - [ 7' @glo)d.

Ezt nevezziik parcialis integralasnak.

Példa:
/ x cos(z) de = xsin(z) — /sin(w) dz = zsin(x) + cos(z) + ¢
YW_/ —— ——
g’ I-g frg

ahol f(z)==a, f'(x)=1 Iilletve ¢'(x)=cos(x), g(x)=sin(z).
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Tobbszoros alkalmazas

22 3 dx =
o

g
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Tobbszoros alkalmazas

eSm eSm
22 S dr=a’—— [ 20— dz =
~— "~ 3 3

f g/ N—— N———
fg I'g
63z
ahol f(z) =a% ['(x) =20 & ¢(2) =€, g2) = -,
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Tobbszoros alkalmazas

eSm 6395
22 S dr=a’—— [ 20— dz =
~ N~ 3 3
f g/ H,_/ H,_/

fg f'g

ahol f(z) =22 fl(z) =2z és g¢'(z)=¢%, g(z) = ,

2, 3x 2 2, 3x 2 3z 2 3z
_re - z 3 dp=20 —<m€>+3/1-e3dx:

3 3 )~~~ 3 3 3
f q’ —— SN———
fq f'g
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Tobbszoros alkalmazas

eSm 6395
/ 22 3 dx = xQ——/Qa:— dz =
~— "~ 3 3
f g/ H,_/ H,_/
fg f'g
631
ahol f(z) =a®, ['(e) =22 & g(2) =", g(a) =
x263w 2 3 1’2 e3z 2 e?m 2 e3w
= - = * dx = — — -1 —
3 3/ LT3 T3 (m 3 >+3/ 3
f q’ —— SN———
fq f'g
eSz
ahol  f(x)=a, f2)=1 & g(a)=ec, g(a) =5
z2e3®  2ged® n 2¢3% n
= — c.
3 9 27
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Integralegyenlet rendezése

/ e” sin(2z) dox = e sin(2z) — /26“’ cos(2z)dx =
N~ ——

g’ f
ahol f(z) =sin(2z), f'(z) =2cos(2z) és g¢'(z) =€”, g(x) =€”

= e sin(2z) — 2/ e’ cos(2x) da = €” sin(2z) — 2€” cos(2z) — 4 / e’ sin(2z) da
D2
ahol f(z) = cos(2z), f'(z) = —2sin(2z) és ¢'(z) =€", g(x) =€”

Matematika Al elSadas 8



Integralegyenlet rendezése
/ e” sin(2z) dox = e sin(2z) — /26“’ cos(2z)dx =
N~ ——

g’ f
ahol f(z) =sin(2z), f'(z) = 2cos(2z) és ¢'(z)=¢e¢
= e sin(2z) — 2/ e’ cos(2x) da = €” sin(2z) — 2€” cos(2z) — 4 / e’ sin(2z) da

N~ —r

g’ f

ahol f(z) = cos(2z), f'(z) = —2sin(2z) és g'(x)=¢

Igy a teljes egyenletet rendezve

/(’T sin(2x) doe = €” sin(2z) — 2€” cos(2z) — 4/ e’ sin(2z) do
5 / e” sin(2z) dx = €” sin(2z) — 2€” cos(2z) + ¢

1 2
/ez sin(2z) dz = gem sin(2z) — gez cos(2zx) + ¢
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Parcialis integralas és az inverz fliggvények

/ln(x) dz =
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Parcialis integralas és az inverz fliggvények

/ln(x) dz = /1 ‘In(z)de = zln(z) — / %xdm =

ahol  f(z) = In(z), f’(x):i & g(x)=1, glz)=z

= z1In(z) —/ldx =zln(z) —z+c.
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Parcialis integralas és az inverz fliggvények

/ln(x) dz = /1 ‘In(z)de = zln(z) — / %xdm =

ahol  f(z) = In(z), f’(x):i & g(x)=1, glz)=z
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Parcialis integralas és az inverz fliggvények

/ln(x) dz = /1 ‘In(z)de = zln(z) — / %xdm =

ahol  f(z) = In(z), f’(x):% & g(x)=1, glz)=z

= z1In(z) —/ldx =zln(z) —z+c.

/arctg(w) dz = xarctg(x) — /

T
2 +1

— ) = o) —
ahol (z) = aretg(@), f'(z) = & g@)=1 9x) ==
1 2 1
= zarctg(z) — 5 / Til dz = zarctg(z) — 3 In(z* + 1) +c.
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Teljes helyettesités - Bevezeté példa

A feladatban az Gsszetett fiiggvény mellett nem jelenik meg a bels6 fliggvény
derivaltja, példaul:

/sin (V) dz

Ekkor aj valtozét vezetiink be ¢t = \/z, és a régi valtozét kifejezziik az ajjal
t2 = . Lederivalva az egyenletet dz

% = —
dt’

igy kifejezhets dxz = 2t dt, tehat
/sin (Vz) dz s /sin(t) 2tdt = 2/tsin(t) dt
Ezt az integralt mar parcialis integralassal ki tudjuk szamitani
2 /t sin(t) dt = 2¢(— cos(t)) — 2/— cos(t)dt = —2t cos(t) + 2sin(¢) + ¢,
ahol f(t)=t, f/(t)=1 és ¢'(t) =sin(t), g(t) = — cos(t)
A végeredménybe még az eredeti valtozot vissza kell irni:

/sin (Vx) dz = —2t cos(t) +2sin(t) + ¢ = —2v/x cos (v/z) 4 2sin (vz) +c.
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Teljes helyettesités - Altalaban

A feladatban az Gsszetett fliggvény mellett nem jelenik meg a belsé
figgvény derivaltja, ezért alkalmas 4j valtozét jelliink ki, és a régi
valtozot kifejezziik az ajjal g(t) = =.

Lederivalva az egyenletet

/
) = —
g'(t) e

igy kifejezheté dx = ¢'(t) dt.

® Valtozdcserét hajtunk végre az integralon

[ t@yae= [ fan g o

® A végeredménybe visszairjuk az eredeti valtoz6t.
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Peélda

/

2z

—d
1+e®
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Peélda

e t? 1 t
/1+ewm /1+tt /1+t

1
t=e" ~ x =1n(t), igy g(t) = In(t), melynek derivaltja: ¢'(t) = n

1+t—1 1
= T = (1 dt=t-Inl+ 4=
/ T+1¢ / 1+t nfl+t+e

Végiil visszairjuk az eredeti valtozét:

=e"—In(14+¢")+c¢

Matematika Al eladas

12



Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1
d
/\/1—352 *
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Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1 1
/ dz = / cos(t) dt = /1 dt =t + ¢ = arcsin(x) + ¢

V1—22 cos(t)
. . dx
x = sin(t) ~ t = arcsin(x), P cos(t) ~ dx = cos(t) dt,

1 — sin?(t) = cos(t)
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Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1 1
/ dz = / cos(t) dt = /1 dt =t + ¢ = arcsin(x) + ¢

V1—22 cos(t)
. . dx
x = sin(t) ~ t = arcsin(x), P cos(t) ~ dx = cos(t) dt,

1 — sin?(t) = cos(t)

1
dx
/\/1+x2
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Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1 1
/ dz = / cos(t) dt = /1 dt =t + ¢ = arcsin(x) + ¢

V1—22 cos(t)
. . dx
x = sin(t) ~ t = arcsin(x), P cos(t) ~ dx = cos(t) dt,

1 — sin?(t) = cos(t)

/\/liiﬁdx:/chl(t)ch(t) dtz/ldtzt—l—c:arsh(x)—i-c

2 = sh(t), % — oh(t) ~ dz = ch(t)dt /T T sh2(8) = ch(t)

Ezeket a derivaltak tablazatabdl is ismerjiik...
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Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1
/—dx
Va2 + 2z +4

Matematika Al elSadas

14



Példa - helyettesités trigonometrikus és hyperbolikus fliggvényekkel

1
/idx:/;dz:
Va2 + 2z +4 Vie+1)2+3

f/ﬁ

x;;:sh()wx—\fsh() dt Sch(t) ~ dz = V3eh(t) dt,
mivel y/sh?(t) + 1 = ch(t),
\[/ V3ch(t /fdt_t+c—

h(t)
visszairva t = arsh (%)

= arsh <$+1> +c
7 .

(egyszer( helyettesitéssel is ment volna)
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