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18. el6das: Parcialis tortekre bontas

Matematika Al eladas



Parcialis tortekre bontas - Racionalis tort fliggvények integralasa

Két polinom hanyadosat szeretnénk integralni

/p(x)dx:/anx +...+ax+ag d.
q(zx) bpx™ + ...+ bz + by

Az ilyen tipusi fliggvények integralasara van altalanos médszer.
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Parcialis tortekre bontas - Racionalis tort fliggvények integralasa

Két polinom hanyadosat szeretnénk integralni

p(x) anx™ + ...+ a1z + ag
—dzr = dx.
q(zx) bpx™ + ...+ bz + by

Az ilyen tipusi fliggvények integralasara van altalanos médszer.

1. Polinomosztassal elérjiik, hogy a szamlal6 kisebb fokd legyen, mint a
nevez. Ha p(z) = (chomaz™ ™+ ...+ 1z + co) - q(x) + r(x)

/de:/cn,mx”_m—i—...—i—clx—&—codx—&—/@dx,

q(x) q(x)

ahol degr(x) < degq(x). Az osztas eredménye polinom, amit kiilon
r(z)

q(x)

tortet tovabb alakitjuk integralhaté résztor-

integralhatunk. Az
tekké.
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Peélda

35 42243 5
/:z: x“ + 3z + dr =7

r—2
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Peélda

dz =?

/:173—41:2+3z—|—5
r—2

> — 422 + 3z + 5 :(x—-2)=
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Peélda

3_42
/:1: T —|—3z—|—5dx:?
r—2
x> — 42 4+ 3 + 5 :(x—2)=(2?
3 — 222
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Peélda

35 42243 5
/:z: z° 4+ 3z + dr =7
r—2
3 — 42® + 3z
3 — 222
2¢2 4+ 3z
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Peélda

/ 3 — 4§2_—|—23x +5 du =7
> — 422 4+ 3z + 5 :(x—2)=(2®-22
3 = 222
— 222 4+ 3z + 5
— 222 4+ Az

Matematika Al elSadas



Peélda

/:173 —4z2_—|—23x—|—5 du =7
2 — 422 + 3z + 5
3 — 222
- 222 + 32 + 5
— 222 4+ Az
- x + 5

t(z—2)= (2% -2
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Peélda

/:173—41:2+3x—|—5

dz =?

r—2
3 — 42® + 3z
3 - 22°
— 222 4+ 3z
— 222 4+ 4z

(x—2)=(22-22-1)
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Peélda

/:173—41:2+3x—|—5

dz =?

r—2
3 — 42® + 3z
3 - 22°
— 222 4+ 3z
— 222 4+ 4z

(x—2)=(22-22-1)
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Peélda

/:173—41:2+3x—|—5

dz =?

r—2
3 — 42® + 3z
3 - 22°
— 222 4+ 3z
— 222 4+ 4z

(x—2)=(22-22-1)
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Peélda

/z3 —4§2_—|—23x—|—5 dg =7
3 — 422 4+ 3z 4+ 5 (x—2)=(22-22-1)
23— 222
— 222 + 3z + 5
— 222 4+ Az
- +
- + 2

3_42
/:13 $+3x+5dx:/x2—2x—ldx+/ 3 dz =
x—2 T —2

3
3
:%_xQ_x+/x—2dx
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Parcialis tortekre bontas - Racionalis tort fliggvények integralasa

2. A nevezét felbontjuk legfeljebb masodfoka irreducibilis polinomok szor-
zatara.

), r(a) )
/q(m)dx/bm~(a:—ozl)kl(ac—ag)k?...(x2+ﬂm+7)l...d

Itt a1, o, a szamlalo kq, ks, . . .-szeres gydkei.
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Parcialis tortekre bontas - Racionalis tort fliggvények integralasa

2. A nevezét felbontjuk legfeljebb masodfoka irreducibilis polinomok szor-
zatara.

), r(a) )
/q(m)dw/bm~(x—al)kl(ac—ag)’w...(x2+ﬁm+7)l...d

Itt a1, o, a szamlalo kq, ks, . . .-szeres gydkei.

3. A tortet felirjuk egyszeriibb tortek dsszegeként. Minden "a" k-szoros

gyokhoz
Aq As Ay

5 +... (.%‘ — Oz)k
résztorteket vessziik, minden (22 + Bz + ) irreducibilis I-szeres ma-
sodfoki tényezére
Biz + C Byx + Oy Bix +
@2+ Br+v) (@ +Br+7)? (22 +Brt)

@-a)  @-a

Ezeket a torteket mar tudjuk integralni.
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El6z6 példa befejezése

3 4.2
/x 4z +3x+5dx:?

T —2
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El6z6 példa befejezése

dz =?

/x3—4x2+3x+5
T —2

3 422 +3 5 3
/3: LA ST dx:/x2—2x—1dx+/ dx =
r—2 r— 2

3
3
:%—xz—x—i—/x_de

3 1 A
de = dz = ——— dx =31 -2
/x—Qx 3/x_2x 3/ @ o) x=3lnlz—2|+c¢
—_———

a=2, k=1, A=1

3_42 3 5 3
/CE L dr=2—2?—2+3mz—2+c
r—2 3
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Peélda

x° —x—2
Legyen f(x) = m,
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Peélda

3

x° —x—2
Legyen f(x) = —————, a nevezd szorzatalakja alapjan a résztortek
gyen f(x) 2T 1) ja alapj
) A A
2 =(z—a): —14——22,
N—_—— xT xT
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Peélda

3

—z—2 . . .
Legyen f(z) = % a nevez§ szorzatalakja alapjan a résztortek
) A A Bx+C
2 k 1 2 2 2 v,
v=loas T @HD=@ Al e
a=0, k=2 B=0,y=1, =1
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Peélda

3

—z—2 . . ..
Legyen f(z) = % a nevez§ szorzatalakja alapjan a résztortek
) A A Bx+C
2 _ k. 1 2 2 2 AL
a=0, k=2 B=0,y=1,1=1

igy a teljes tortet a résztortek Osszegével tessziik egyenlévé

x37x72_& Ay  Bx+C

z2(z2 +1) x| ox2 | a?+1
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Peélda

3 — J—
Legyen f(z) = :c ( :c 1) a nevez szorzatalakja alapjan a résztortek
: Al Az Bx +C
$2=($—0¢)k: +m2’ (5”24'1):(952‘*'/3904"‘/)[1 21
—_————
a=0, k=2 B=0,y=1, =1

igy a teljes tortet a résztortek Osszegével tessziik egyenlévé
x3fxf2_$ A2  Bz+C _
x2(z2+1) = a2 z2+1
_ Ajw(a? + 1)+ Ag(2? +1) 4+ (Bx + C)a?  Aj(a® + ) + Az(a? + 1) + Ba® 4 Ca?
N x2(22 +1) n x2(z2 +1)
(A1 +B)z? + (A2 + C)z® + Ay + A,
N x?(z2 4+ 1)
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Peélda

3

—z—2 . . ..
Legyen f(z) = % a nevez§ szorzatalakja alapjan a résztortek
, A A Bx+C
2 k. 1 2 2 2 AL
z=(r—a)": ?—’_F’ (z*+1)=(2"+ Bz +~) : R
a=0, k=2 B=0,y=1, =1

igy a teljes tortet a résztortek Osszegével tessziik egyenlévé

x3fxf2_$ A2  Bz+C _
x2(z2+1) = a2 z2+1
_ Ajw(a?+ 1)+ Ag(z? + 1)+ (Be + C)a?  Aj(a® + ) + Ap(a® + 1) + Ba® 4+ Ca?
N x2(22 +1) n x2(z2 +1) o
(A1 + B)x® + (As + C)z? + Az + Ay
x?(z2 4+ 1)

A kdzos nevezd megegyezik f(x) nevezdjével, igy a szamlalokat egyeztetve

1.2%+ ~x271~x72:(A1+B)x3+ 22+ Az + A,
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Peélda

3

—z—2 . . ..
Legyen f(z) = % a nevez§ szorzatalakja alapjan a résztortek
, A A Bx+C
2 k. 1 2 2 2 AL
z=(r—a)": ?—’_F’ (z*+1)=(2"+ Bz +~) : R
a=0, k=2 B=0,y=1, =1

igy a teljes tortet a résztortek Osszegével tessziik egyenlévé

x3fxf2_$ A2  Bz+C _
x2(z2+1) = a2 z2+1
_ Ajw(a?+ 1)+ Ag(z? + 1)+ (Be + C)a?  Aj(a® + ) + Ap(a® + 1) + Ba® 4+ Ca?
N x2(22 +1) n x2(z2 +1) o
(A1 + B)x® + (As + C)z? + Az + Ay
x?(z2 4+ 1)

A kdzos nevezd megegyezik f(x) nevezdjével, igy a szamlalokat egyeztetve

1-2%+ ~x271-x72:(A1+B)x3+ 224+ A+ Ay azaz

Al—‘rB:l, A2+C:O, 141:—17 A2:—2 — B:27 C =2.
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Peélda

Ha Ay =—1, Ay=-2 B=2 (=2

3— J—

x2(x2 + 1) r 22 2241 oz a2 2241
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

3_ .
akkmf(gg):wzé+ﬁ+w:_l_2 22 42

z2(z2+1) =z 22 22+1 r 22 2241

Igy integralhatjuk a résztorteket

3 —x— 1 2 2x+ 2
/f / (gc2—|—1)dx /_5_P+x2+1dm_
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

3_ .
akkmf(gg):wzé+ﬁ+3x7+0:_l_2 22 42

z2(z2+1) =z 22 22+1 r 22 2241

Igy integralhatjuk a résztorteket

—x—2 1 2 2x+ 2
/f / (x2+1)dx_/_5_?+x2+1dm_

1 2 2z 2
—/;dz—/?dx—k/ 2+1d +/mdx—
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

3_ .
akkmf(gg):wzé+ﬁ+3x7+0:_l_2 22 42

z2(z2+1) =z 22 22+1 r 22 2241

Igy integralhatjuk a résztorteket

—x—2 1 2 2x+ 2
/f / (x2+1)dx_/_5_?+x2+1dm_

1 2 2z 2
—/;dz—/?dx—k/ 2+1d +/mdx—

—In |x]
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

3_ .
akkmf(gg):wzé+ﬁ+3x7+0:_l_2 22 42

z2(z2+1) =z 22 22+1 r 22 2241

Igy integralhatjuk a résztorteket

—x—2 1 2 2x + 2
/f / <x2+1>dx—/‘;‘ﬁ+md‘”—
1 2 2x 2
—/;dz—/?dx—k/ 2+1d +/mdx=
-1
71n|x|72x—1
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

3_ .
akkmf(gg):wzé+ﬁ+3x7+0:_l_2 22 42

z2(z2+1) =z 22 22+1 r 22 2241

Igy integralhatjuk a résztorteket

—x—2 1 2 2x+ 2
/f / (x2+1)dx_/_5_?+x2+1dm_

1 2 2z 2
—/;dz—/?dx—k/ 2+1d +/mdx—

—1
—ln|z| — 2% + ln’x2+1|
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Peélda

Ha Alif]., A2:72, B:2, C:2,

Kk 1}3—16—2 Al A2 B.’.13+C 1 2 2x 4+ 2
2 Orf(x):xQ(zQ—Fl):? 22 22yl

Igy integralhatjuk a résztorteket

»—z—2 1 2 2x + 2
Jrow [ [ e

r x?2 2241
1 2 2z 2
— [ =dz—- | =d dx ———dz =
/x o /xQ :r—|—/ 2 +1 +/x2+1 .

—1
—ln|z| — Qx—l + ln’gﬂ2 +1] + 2arctg(z) + c

r 22 2241
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Parcialis tortekre bontas - Racionalis tort fliggvények integralasa

4. Integraljuk a résztorteket. A kiilonb6z6 résztortekre vonatkozé
integralasi tecnikak segitségével:

/ A dzr =Aln|z — a| + ¢,
(z —a)

A L (w—a)TR? A 1
/(x—a)kdxkslA —k+1 +C_1—k(m—a)k*1

BetC B[ 2wif N
/Wwd$_2/(m2+6x+v)dz+/(x+ﬁ/2)2+v*dz

teljes négyzet

B c* z+5/2
="ln|2®+ Bz +~|+ ~arct< )+c
i e e

1 .
/ o) dz = arctan(x) + ¢ alapjan
x
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Példak

5
/7dx=51n|x—2\+c
T —2
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Példak

5
/ dz=5ln|z—2|+¢
T —2

5 VR _
/mdx:5/(ﬂc—2) dx—5T+c——§m+c
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Példak

5
/ dz=5ln|z—2|+¢
T —2

5 _ ag g @=7 51
/mdx—5/(ﬂc—2) dx—5T+c——§m+c

2¢ — 4
/xi dz irreducibilis masodfok( nevezs: D = /4 — 8
2 -2z +2
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Példak

5
/ dz=5ln|z—2|+¢
T —2

5 ag g @=7 51
/mdx:5/(ﬂc—2) dx—5T+c——§m+c

2¢ — 4
/xi dz irreducibilis masodfok( nevezs: D = /4 — 8
2 -2z +2

2rx — 4 2 — 2 n -2 ;
= vl
x2—-2x+2 22-2x4+2 (z—-1)2+1 &Y
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Példak

5
/7dx=51n|x—2\+c
T —2

5 ag g @=7 51
/mdx:5/(ﬂc—2) dx—5T+c——§m+c

2¢ — 4
/xi dz irreducibilis masodfok( nevezs: D = /4 — 8
2 -2z +2

2rx — 4 2 — 2 n -2 ;
= vl
x2—-2x+2 22-2x4+2 (z—-1)2+1 &Y

20 — 2 9
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Példak

5
/ dz=5ln|z—2|+¢
T —2

5 ag g @=7 51
/mdx:E)/(x—Q) dx—5T+c——§m+c

2¢ — 4
/xi dz irreducibilis masodfok( nevezs: D = /4 — 8
2 -2z +2

2rx — 4 2 — 2 n -2 ;
= vl
22 —22+2 22-22+2 (e-12+1 %

/ﬂdx:1n|x2—2x+2|+c

2 -2 +2

/ 24 2/ ! d 2 arctg(r — 1) +
T — = — —_— =—2-ar — .
w1241 T w1241 T arctg(z c
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Osszefoglalas

Két polinom hanyadosanak integralasa:
1. Polinomosztas. (ha sziikséges)

2. A nevez§ szorzatta alakitasa.

3. Reésztortek felirasa.

4. Reésztortek integralasa.
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Tovabbi példak

1
/x2_1dm:?

1. Polinomosztasra nincs sziikség.

2. Nevez6 szorzatalakja:

2—1l=(-1)(z+1)=(r—a)" (z—ay)k

a1=1,ki=1 as=—1, ko=1

3. Résztortek:

1 Ay A
/(x—l)(a:—l—l) * /x—1+x—|—1 *

A+ Az + (A — A 1 1 1
_ [ (At Az + (A 2)d:c do —
(=1 (z+1) Aj+As=0 2
A—A
A1:1/2,A2:71/2

4. Integralas:

1 1
§(ln|x—1|—ln|x—|—1|)—|—c:§ln
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Tovabbi példak

—bxr+6
T e =2
/x2+x—2dx ?

1. Polinomosztasra nincs sziikség.
2. Nevez6 szorzatalakja:

Prr—2=(@-1@+2) = (¢ —a) (z - ay)

ar1=1,k1=1 as=—2,ko=1

—5$+6 o Al + A2 _A1$+2A1+A2]}—A2
2+zx—-2 x—-1 x+2 (x—1)(z+2)

3. Résztortek:

A+ Ay =-5 241 —A3=6 — A1 ==, Ay = —.

W =

4. Integralas:

/ﬂdle/ L2801 dx—llnlwfllflglnk”*?“c'

224z —2 3) z—1 3 ) xz+2 7 3
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Tovabbi példak

2t —6
——dx =7
/z4+2m2 v
-6 —222 — 6

1. Polinomosztas. P =1+ 22

2. Nevezé szorzatalakja: 244222 = 22(2242) = (x — )" (2% + Bz + 7)’
—_— ——

a=0, k1 =2

3. Résztortek:

B=

0,y=2,1=1

—222 -6 A, Ay Bxz+C B A2® 4+ 24,2 + Asa® 4+ 245 + Bad + Cz?

o222 x+x2+x2+2 - 22 (22 + 2)

A1+B =0, Ag+C = —-2,2A; =0,242=—-6 — A1 =0,A2=-3,B=0,C=1.

4. Integralas:

4
" —6 1

V2

T
arctg <— +c
V2 )

Matematika Al eladas
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