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19. el6das:
Riemann integral tulajdonsagai,
Hatarozott integral,
Newton-Leibniz tétel
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Riemann-integral

Adott egy f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. A grafikon "alatti" teriiletet
szeretnénk kiszamolni: az x-tengely, © = a, x = b fiigg6leges egyenesek és
a grafikon altal hatarolt sikidom elGjeles teriiletét.

Otlet: kézelitsiik téglalapok teriiletdsszegével a teljes sikidom teriiletét.
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Riemann-integral
Ehhez felosztjuk az [a, b] intervallumot P = {zo,z1,...,z,} pontokkal, hogy:
a=x0 <21 <x2< < Tp-1 < Tn =b.
és minden részintervallumon valasztunk egy kdzbiilsé pontot:
& € [Ti—1, x4 (i=1,2,...,n).

A teriiletet kozelitd Gsszeg, ahol minden részintervallum hossza A; = z; —x;—1:
Tp =) f(&)(@i—zi1) = f&)A
i=1 i=1

Ha finomitjuk a felosztast, azaz tovabbi osz-
tépontokat vesziink hozza P-hez, Ggy hogy
max{A;} — 0, akkor a kdzelit66sszegek ha-
tarértékét
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/ f(x) dz-vel jeldljik.
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l
Ez a hatarérték megegyezik a fiiggvény alatti 1 ‘ ‘
61 T1 & T2 &8 8, b

teriilettel, ha f folytonos.
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Riemann-integral

Definicié: Ha f az [a,b] C Dy intervallumon adott korlatos fiiggvény, és
az [a, b] intervallumon adott barmely P felosztast fimomitva — agy hogy
a részintervallumok hossza a 0-hoz tart — a kozelit6Gsszegek hatarértéke
létezik, és minden felosztasra és finomitasra azonos, akkor azt mondjuk,
hogy f Riemann-szerint integralhaté [a,b]-n. llyenkor a hatarértéket a
fliggvény [a, b] intervallumon vett hatéarozott integraljanak nevezziik.

/abf(x)dm

Tétel: Ha f az [a,b] C Dy intervallumon folytonos, akkor Riemann-szerint
integralhat6 fiiggvény. (Az integral értéke a fiiggvény "alatti" sikidom
teriiletével egyezik meg.)

Jelolés:

Tétel: Ha f az [a,b] € Dy intervallumon Riemann-szerint integralhaté
fliggvény, akkor barmely [c, d] C [a, b] intervallumon is létezik a hatarozott
integralja.
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Riemann-integral tulajdonsagai

Ha f az [a,b] C Dy intervallumon Riemann-szerint integralhaté fiiggvény,
akkor

. /aaf(:zc)da::O,

. /abf(x)dx = —/ba f(x)de,

. /abf(x)dx:/;f(x)dx+/;f(x)da:, ahol ¢ € [a,b] additiv
. /abcf(x)dx:c/:f(x)dx, . .
-/ " f(a) + g(e) do = / " flayae 1 / @), } e

b b
. / flz)dz g/ g(x)dz, ahol f(z) < g(z), Vz € [a,b] monoton
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Newton—Leibniz-tétel

Tétel [Newton—Leibniz]: Ha f integralhaté az [a,b] intervallumon és f-
nek létezik itt F' primitiv fiiggvénye, mely folytonos az [a, b] intervallumon,
akkor ,

/ f(z)de = F(b) — F(a) = [F(2)]’~ jeloles.
Peldak:
1) f(z) =2és [a,b] = [1,4].
Ekkor F(x) = 2z, és igy:

4
/ 2dz =[22]]=8-2=6
1

2) f(z) =z és [a,b] =[0,1]

1 211
1
/xdm:[fﬂ_]:_
0 21, 2
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3) f(z) =2 hala,b) =[-1,1]
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3) f(z) =2 hala,b) =[-1,1]
o, #1701 -1 2
[oe=5] =573

1
= 2/ z? dz, mert f paros.
Jo
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Példak

3) f(z) =2 hala,b) =[-1,1]

/1 U i R B
R Y P B B

1
= 2/ z? dz, mert f paros.
Jo

4) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [0,7]

/07T sin(z) dz =

i
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Példak
3) f(z) =27 hala,b]=[-1,1]
1 371
2qp |2 21l_Z1_2
/_f” do = [3}71_3 3 3
"1
:2/ z? dz, mert f paros.
0

4) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [0,7]

/07T sin(z)dz = [ — cos(ar:)];r =1-(-1)=2.

Wl
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Példak
3) f(z)=2% hala,b]=[-1,1]
1 371 _
1 31, 3 3 3
"1
= 2/ z? dz, mert f paros.
0

4) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [0,7]

/07T sin(z)dz = [ — cos(ar:)];r =1-(-1)=2.

5) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [—m, 7]

/ sin(z) dz =

Wl
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Példak
3) f(z) =2 hala,b) =[-1,1]
N . R B R
/_fdw—[ﬂ,l—g‘?—g
=2 ‘1.2d;,mr aros.
/075 r, mert f paros

4) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [0,7]

/07T sin(z)dz = [ — cos(ar:)];r =1-(-1)=2.

5) f(z) =sin(z), ha [a,b] = [—m, 7]

/w sin(z) dz = [—cos(z)]” =1-1=0

0 o 0
= / sin(x) d:l:+/ sin(z) dz = / sin(z) dzx
— 0 —T

T
1
1 1Y
T
fus 7r
2
1Y
T
—_ m

sin(z) dx, mert f paratlan.
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Peélda

f(z) = sin?(x), ha [a,b] = [0, 27]
/27T sin?(z) dz 11Y
0

™ 21
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Peélda

f(z) = sin?(x), ha [a,b] = [0, 27]
/27T sin?(z) dz 11Y
0

™ 21

1-— 2
A sin®(z) = w azonossag felhasznalasaval:

2 27 . 2
1-— 2 2 2
/ sin2(x)dx:/ Mdm: T _ sin(2z) =T o=n
o o 2 2 ], T2
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Integralfliggvény
Definicié: Ha az f(x) figgvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor az

F:z »—>/ ft)dt fliggvény az integralfiiggvénye.

Példa:

f(z) = 2z és a = 0 esetén az integralfiiggvény:

T
F(x) :/ 2tdt = [tﬂg =22
0
f(z) = 2z és a = 3 esetén az integralfiiggvény:

F(zx) :/ 2tdt = [tQ]g =22 —9=0" 0
3

Tétel: Ha az f(z) folytonos az [a, b]-n, akkor létezik F(z) integralfiiggvé-
nye és differencialhaté is, igy F(x) az f(x) primitiv fiiggvénye lesz.

Ezért mondhatjuk, hogy minden folytonos fiiggvénynek van pr|m|t|v fugg—
vénye, de nem mindig tudjuk elemi fiiggvényekkel kifejezni (pl.: )
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Hatarozott integral alkalmazasa — Teriiletszamitas bevezet6

Hatarozzuk meg az iy = 22 parabola és az y = 2z + 3 egyenes altal
hatarolt (korlatos) sikidom teriiltetét!
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Hatarozott integral alkalmazasa — Teriiletszamitas bevezet6

Hatarozzuk meg az iy = 22 parabola és az y = 2z + 3 egyenes altal
hatarolt (korlatos) sikidom teriiltetét!

El6szor szamoljuk ki a metszéspontokat! 9
22 =22 +3

22 —-2x-3=0
2+./4-4(-3) 244 3 A |

1,2 =

[SCT S

2 2 -1 )

Igy a kdvetkezé integralt kell kiszamitanunk:

3 23713 -1
/ 2m+3—m2dx:[x2+3x—3} :(9+9—9)—(1—3—>=
—1

-1
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Hatarozott integral alkalmazasa — Teriiletszamitas

Hatéarozzuk meg az y = f(x) ésaz y = g(x) gorbék altal hatarolt (korlatos)
sikidom teriiltetét az x € [a,b] intervallum felett!

g(z)
f(z)

A két gorbe kozti teriilet kiszamithaté 10|

b
[ s =1,
b

/a g(z)de =T,

teriiletek kiilonbségeként T' =Ty — T,.

Igy a kdvetkezé integralt kell kiszamitanunk:

T:Tf—Tg:/abf(:L')dm—/abg(x)dx:/abf(l‘) — g(z)dz
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Hatarozott integral alkalmazasa — Teriiletszamitas példa

1 5
Hatarozzuk meg az y = — hiperbola és az y = —z + 5 egyenes altal
X

hatarolt (korlatos) sikidom teriiltetét!
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Hatarozott integral alkalmazasa — Teriiletszamitas példa

1 5
Hatarozzuk meg az y = — hiperbola és az y = —z + 5 egyenes altal
x
hatarolt (korlatos) sikidom teriiltetét!
El6szor szamoljuk ki a metszéspontokat!
1 n ) 9
T 1
T 2 !
2= —22? + 5z |
05+ | ;
=5 +25-16 —-5+3 2 . !
1,2 = 4 - —4 1/2 0.5 2
Igy a kovetkezs integralt kell kiszamitanunk:
2 = 1 72
/ ZL’+d:L’|:+1H|ZL‘|:| =
1 5 15
=(-245-In(2)) — —3 + i~ In(1/2) | = g~ 21n(2)
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Osszefoglalé: Hatarozott integral

® Mit jelent az, hogy az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény Riemann-
integralhaté az [a, b] intervallumon?

* [rja le a hatarozott integral tulajdonsagait!
¢ Definialja az integralfiiggvény fogalmat!
® Fogalmazza meg a Newton—Leibniz-tételt!

® Hogyan szamitjuk az f és g fliggvények altal hatarolt sikidom teriiletét
hatarozott integral segitségével?
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