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20. el6das:
Integralszamitas alkalmazasai:
teriilet, sikgorbe ivhossza,
forgastest térfogata, felszine
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Fiiggvénygrafikon ivhossza

Adott egy f : [a,b] — R differencialhaté fliggvény, a grafikonjanak az
ivhosszat szeretnénk meghatarozni.

Felosztjuk az intervallumot: Y
a=20 <1 <Ly < < Tp_1<xy=0,

és az osztépontok feletti grafikonpontokat
(x4, f(x;)) Osszekots tordttvonal hosszaval
kozelithetjiik az ivhosszat.
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Az [x;_1,x;] intervallumhoz tartozé szakasz meredeksége megegyezik egy
bels6 &; € [z;—1,x;] pontbeli derivalt értékével (Lagrange-tétel).

Ha az intervallum hossza A;, akkor a fiiggvény emelkedése f/(&;)A,;, és
ekkor a szakasz hossza:

\/( ) (flgz 22_\/1+ 2 A
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Fiiggvénygrafikon ivhossza
Ezek 3sszege kozeliti a grafikon ivhosszat
Tyan ~ ) V1+ (@) A,
i=1

ha a kozelit6osszegeknek van kdzds hatarértéke a felosztas finomitasakor,
akkor ez a hatarérték

n b
dim = Y VIF(PER A = [ VI PP
A0 = ’

Azaz, ha /1 + (f’(x))? Reimann-integralhatd, akkor
b
If[a,b] = / 1+ (f/(g';))Q dz.
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Félkor ivhossza

Szamitsuk ki az R sugara félkor ivhosszat, azaz az R sugari kor keriiletének
felét (Rm).

Az f(z) = VR? — 22, x € [-R, R] figg- y
vény pontosan az origé kézéppontl R su-
gar( "felsg" félkort irja le. Ekkor h
x
1 x ‘ I
/ — pa— R e —————— J—
F@) = 5y (-20) = = R | 7R

Igy az ivhossz:

/\/1+ :”2) dz = / \/RQ_xQJer_Qxde:
/\/32—9:2 /\/7 /\/T

[R arcsin (;)} A = Rarcsin(1) — Rarcsin(—1) = Rf - R ( 2) = Rm.

i
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Lancgorbe ivhossza

Szamitsuk ki az f(z) = ch(z), =z € [-1,1] lancgdrbe darabjanak iv-
hosszat! y
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Lancgorbe ivhossza

Szamitsuk ki az f(z) = ch(z), =z € [-1,1] lancgdrbe darabjanak iv-
hosszat!

f/(x) = sh(x), és igy az ivhossz:

/11 \/de _ /11 ch(z)dz = [bh(x):| 1_1 _

sh(1) — sh(=1) = 2sh(1) = 25—
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Forgastestek

Adott egy folytonos f(x) fliggvény, mely csak nemnegativ értékeket vesz
fel az [a, b] intervallumon.

Ennek grafikonjat az = tengely koriil 1ty \/\\
megforgatjuk (térben). , |'

Igy egy forgasfeliiletet kapunk.

Példak: AR
11 v

f(x) = c ekkor egy hengert kapunk

f(z) = ax ekkor egy kapot vagy csonkakipot kapunk

f(z) = VR? — 22 egy gomb
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Forgastestek térfogata

Felosztjuk az intervallumot:
a=20 <1 <Ly <+ < Tp_1<xy=0,

és az osztépontok feletti [x;_1,x;], A; hossza intervallumhoz tartozé for-

gastest darabka térfogatat kozelitjiik.

Egy kozbiilss, f(&;) sugara, A; magassa- f&)+

gl henger térfogataval kozelitjiik, azaz
Vi = fA(&)mA,

Ezek dsszege:

> FE)mA
=1

Az f: [a,b] — R fuggveny grafikonjanak x tengely koriil valé forgatasaval
kapott forgastest térfogata a kozelit6osszegek hatarértékeként

w/ab £2(z) da.
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Gomb térfogata

f(z) = vV/R? — 22 felkoriv korbeforgatasaval kapott gomb:

R 9 R 23 R
V:ﬂ'/ VR% — 22 dm:ﬂ'/ RQ—xzdx:ﬂ[RQx—] =
“R -R _R

3

(- (- )
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Forgastestek felszine
Adott egy folytonos f(x) fiiggvény, mely csak nemnegativ értékeket vesz
fel az [a, b] intervallumon.

Ennek grafikonjat az = tengely koriil megforgatjuk (térben). Igy egy for-
gasfeliiletet kapunk.

A forgastest palastjanak felszinét szamoljuk, az alapkorok teriiletét nem.

Az [a, b] intervallum felosztasaval, egy A; hosszisaga intervallumhoz tar-
tozé forgastest darabka felszinét egy kozbiilsé, kb. f(&;) sugara, A; ma-
gassagl csonkaklp palastfelszinével kozelitjiik. Azaz

Fi=2rf(&)v1+ (f'(&))* A
Ezek Gsszege:

22/ E)VT+ () As
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Igy az f : [a,b] — R fiiggvény grafikonjanak z tengely koriil valé forgata-
saval kapott forgastest felszine:

b
2r [ FVIT PP e

Példa:
f(z) = VR? — 22 felkoriv korbeforgatasaval kapott gomb:

R 2 R

A:27T/ \/R27x21/1+%dx:27r/ VR —z2422dx =
—R R — X _R
R

= QW/ Rdz = 2n[Ra]®p = 27 (R* — (—R?)) = 47 R>.
-R
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Kap térfogata

Az R sugar( koérlap alapt, M magassagi kapot az alabbi fiiggvény meg-

forgatasaval kapjuk meg:
Y
R R
= — eo,M T,
J@) = pe welonm T
Ennek térfogata: = -

12
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Kap felszine

o R
A fliggveny derivaltja: f'(x) = i és ezzel a felszine:

2 2
_277/ —m/l—k o = 21y M +R/

R VM +R2 RvVM? + R2 M? Iy, 2
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Forgastest felszine helyettesitéses integrallal

Térusz: r sugart (0,a) kdzéppontd kdr megforgatasa az z-tengely koriil.

fi(x) = a+ Vr? — a2 - felss féelkor ,g
fo(x) = a— V/r? — a2 - alsé félkor !

2 ! \
(fia(2)? = o < )i
— [ 2/t (st [ 2entn/i+ G

-r

! 1

T 2 v 2 s
/ x [ T r
ﬂ(2a)[ 1+mdx:4wa[ de:&ra[ ﬁdx
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r r
47ra/ ——dx =
oV —2

d
Helyettesitve = = rcos(t), V1% — a2 = rsin(t), d—?; = —rsin

Haxz=r ~tij=0éshax=—r,~ ta=m

—47Ta/ L —rsin(t)dt = 47ra/ rdt = 4ra [r . t]
o Tsin(t) 0 0

= 4rar(m — 0) = 4n°ar.

(),

s
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