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1. el6das:

A halmazelmélet alapjai,
egyenletek és egyenl6tlenségek,
matematikai allitasok szerkezete és
bizonyitasi médszerek
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Halmazok — bevezet8 feladat

Példa: Egy toronyba 99 lépcséfok vezet fel. Andras és Bea kdzdsen in-
dulnak felfelé, de Andras csak minden harmadik, Bea minden masodik
lépcsére lép. Mely lépcssfokokra Iépnek ra mindketten? Hany lépcséfokra
nem lépett ra egyikiik sem?
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Példa: Egy toronyba 99 lépcséfok vezet fel. Andras és Bea kdzdsen in-
dulnak felfelé, de Andras csak minden harmadik, Bea minden masodik
lépcsére lép. Mely lépcssfokokra Iépnek ra mindketten? Hany lépcséfokra
nem lépett ra egyikiik sem?

Megoldas:
® Andras ralép a 3,6,9,...,96 és 99-edik lépcsére,
® Bea ralép a 2,4,6,...,96 és 98-adik lépcsére.
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Halmazok — bevezet8 feladat

Példa: Egy toronyba 99 lépcséfok vezet fel. Andras és Bea kdzdsen in-
dulnak felfelé, de Andras csak minden harmadik, Bea minden masodik
lépcsére lép. Mely lépcssfokokra Iépnek ra mindketten? Hany lépcséfokra
nem lépett ra egyikiik sem?

Megoldas:
® Andras ralép a 3,6,9,...,96 és 99-edik lépcsére,
® Bea ralép a 2,4,6,...,96 és 98-adik lépcsére.

Abrazoljuk halmazokkal:

1 < 2 <99 (100-nal kisebb pozitiv egészek)

(3-mal oszthaté
szamok)

(2-vel oszthaté
szamok)
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Halmazok — bevezet8 feladat

Példa: Egy toronyba 99 lépcséfok vezet fel. Andras és Bea kdzdsen in-
dulnak felfelé, de Andras csak minden harmadik, Bea minden masodik
lépcsére lép. Mely lépcssfokokra Iépnek ra mindketten? Hany lépcséfokra

nem lépett ra egyikiik sem?

Megoldas:

® Andras ralép a 3,6,9,...,96 és 99-edik lépcsére,
® Bea ralép a 2,4,6,...,96 és 98-adik lépcsére.

Abrazoljuk halmazokkal:

1 < 2 <99 (100-nal kisebb pozitiv egészek)

(3-ma! oszl;chaté (2-vel oszthaté
szamok) 6,12, szamok)
..,96 2,4,...,98

3,9,...,99

Kozosen lépnek ra
a 6-tal oszthato
szamu lécskre:
6,12,18, ..., 96.
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Halmazok — bevezet8 feladat

Példa: Egy toronyba 99 lépcséfok vezet fel. Andras és Bea kdzdsen in-
dulnak felfelé, de Andras csak minden harmadik, Bea minden masodik
lépcsére lép. Mely lépcssfokokra Iépnek ra mindketten? Hany lépcséfokra

nem lépett ra egyikiik sem?

Megoldas:

® Andras ralép a 3,6,9,...,96 és 99-edik lépcsére,
® Bea ralép a 2,4,6,...,96 és 98-adik lépcsére.

Abrazoljuk halmazokkal:

1 < 2 <99 (100-nal kisebb pozitiv egészek)

(3-mal oszthaté

Aok (2-vel oszthaté
szamok) 6,12, szamok)

3,9,...,99  ...,96 | 2.,4,...,98

1,5,7,11,...,97

Kozosen lépnek ra
a G6-tal oszthaté

szami lécsbkre:
6,12,18, ..., 96.
Nem lépnek ra a
1,5,7,11,...,97
lépcstkre, ilyenbs!

99 -33—-49+16 =
33 darab van.
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Halmazok

Alapfogalom(Axiéma): olyan alapfeltevés, melyet bizonyitas nélkil foga-
dunk el. A "halmaz" és "halmazhoz tartozas" alapfogalmak.

" Meghatarozott és j6l megkiilonbdztethets dolgok Gsszesége. "

Cantor (1895)

Egy halmaz akkor adott, ha minden objektumrél eldonthets, hogy hozza
tartozik-e, tovabba ha barmely két elemrsl eldénthets, hogy azonosak-e.

Jelolés:
halmazok: A, B... nagybetiik
elemek: a,b... kisbetiik
a € Aeleme, b ¢ A nem eleme

Megadas:
® Az elemek felsorolasaval: A ={3,6,9,...,99}.
® Rogzitsiink egy alaphalmazt, amely tartalmazza az dsszes vizsgalhaté
objektumot, és adjunk meg egy minden elemre egyértelmiien elddnt-
het6 logikai tulajdonsagot:

A ={aszam|1 < a < 99 egész és oszthaté 3-mal} = {3,6,9,...,99}.
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Halmazok

Tartalmazas (relaciok)

® Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak (jel: A C B), ha A minden
eleme egyattal eleme B-nek is.

® Az A halmaz valédi(szigorii) részhalmaza a B halmaznak
(jel: A € B), ha A minden eleme eleme B-nek is, de van olyan B-beli
elem, amely nem eleme A-nak.

® Az A és B halmazok egyenlék, ha A részhalmaza B-nek és B is
részhalmaza A-nak (azaz, pontosan ugyanazok az elemeik).

® Az iires halmaz az a halmaz (jel: 0 vagy {}), amelynek egyetlen
széba johets objektum sem eleme.

A és B diszjunkt, ha nincs kdzos elemiik.
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Halmazok

Miveletek

® A és B halmazok unidja azon A U B halmaz, amelynek minden eleme az
A és B halmazok koziil legalabb az egyikben benne van.

AUB ={z |z € Avagy z € B}.

A és B halmazok metszete azon A N B halmaz, amelynek minden eleme
az A és B halmazoknak is eleme.

ANB={x|xze€ Aész € B}.

® A halmaz és B halmaz ebben a sorrendben vett kiilonbsége azon A\ B
halmaz, amely tartalmazza A halmaznak minden olyan elemét, amely B
halmazban nincs benne.

A\B={z|z € Aész ¢ B}.

® Ha H az alaphalmaz, akkor A = H \ A lesz a komplementer halmaza.
® Az A és a B halmazok Descartes-szorzata olyan rendezett elemparok
halmaza, melyek els§ eleme A-bdl, masodik eleme B-bél valé:

Ax B={(a,b)|a€ A,bec B}.
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Halmazok - Példa

Legyen A = {1,2} és B ={2,3,4} és H = {0, 1,2, 3,4,5} az alaphalmaz.

Milesz AUB, AUB, ANB, A\B, AxB, BxAés (AxB)\(BxA)?
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Halmazok - Példa

Legyen A = {1,2} és B ={2,3,4} és H = {0, 1,2, 3,4,5} az alaphalmaz.

Milesz AUB, AUB, ANB, A\B, AxB, BxAés (AxB)\(BxA)?

AUB = {1,2,3,4},

AU B ={0,5},
ANB={2},
A\ B = {1},

AX B = {(1,2),(173),(2, 2
BXA:{(27 1)7(272>7(3’ )7(372)7(471)7(472)}
(Ax B)\ (B xA)={(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4)}.
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Halmazok - Példa
Legyen A = {1,2} és B ={2,3,4} és H = {0, 1,2, 3,4,5} az alaphalmaz.

Abrazoljuk Venn-diagrammal AU B, AU B, AN B és A\ B halmazokat!

H
A B

i i
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Halmazok

Nevezetes szamhalmazok:

N={0,1,2...} — természetes szamok

(0 is benne van!)

Z={..,-2,—-1,0,1,2...} — egész szamok,

ZT ={1,2...} - pozitiv egész szamok,

Q={p/q|p,q € Z,q # 0} — racionalis szamok,

R: teljes szamegyenes — valds szamok

Szamhalmazok Venn-diagrammija:

R

Q

Z
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Halmazok

Nevezetes szamhalmazok:
N={0,1,2...} — természetes szamok (0 is benne van!)
Z={..,-2,—-1,0,1,2...} — egész szamok,
ZT ={1,2...} - pozitiv egész szamok,
Q=1{p/qlp,q € Z,q # 0} — racionalis szamok,

R: teljes szamegyenes — valds szamok

Szamhalmazok Venn-diagrammija:
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Halmazok

Nevezetes szamhalmazok:
N={0,1,2...} — természetes szamok (0 is benne van!)
Z={..,-2,—-1,0,1,2...} — egész szamok,
ZT ={1,2...} - pozitiv egész szamok,
Q=1{p/qlp,q € Z,q # 0} — racionalis szamok,

R: teljes szamegyenes — valds szamok

Szamhalmazok Venn-diagrammija:

2,718281828..,

i i
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Intervallumok (a szamegyenes szakaszai, mint szamhalmazok)

[a,b] = {z € R| a <z < b} zart intervallum 4°—;—>
a
(a,b) ={z € R|a <z < b} nyilt intervallum 49—Z—>
a
W) ={reR|a<z<d ——o——
la,0) = {a lase } } félig nyilt/zart a b
(a,)) ={x eR|a<z<b} —o—=e
a b
Egy [?(a,b)?] intervallum hossza a végpontok tavolsaga d(a,b) := |b—al.

Ha a és/vagy b = to0 , akkor ott csak nyilt lehet az intervallum:

(a,+00) = {z € R| a < x} nyilt intervallum — ———

[a,4+00) = {z € R| a <z} zart intervallum 42—~

(—00,b) = {z € R| x < b} nyilt intervallum —a§—>

(—00,b] = {z € R| & < b} zart intervallum —z—>
(—00,+00) = R valés szamok

x valés szam ¢ > 0 sugar( kdrnyezete: (z —e,x +¢) —O—=e—>o—
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Egy gyokos egyenlet megoldasa

Egy x ismeretlenre felirt egyenlet megoldasa azt jelenti, hogy keressiik az
alaphalmaz azon z elemeit, melyekre az egyenletet teljesiil.

Példa. Oldjuk meg az x+1 =+/7 + = egyenletet a valés szamok halma-
zan!
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Egy gyokos egyenlet megoldasa

Egy x ismeretlenre felirt egyenlet megoldasa azt jelenti, hogy keressiik az
alaphalmaz azon z elemeit, melyekre az egyenletet teljesiil.

Példa. Oldjuk meg az x+1 =+/7 + = egyenletet a valés szamok halma-
zan!
xr+1=vV7+z (z>-7)
| négyzetre emelés

(z+1)?=7+z

i kifejtes
42 +1=T+z
o atrendezés
2?4+ 7—-6=0

-1£1—-4-(-6 -
\/2 (=6) _ 115:2’_3‘

Masodfokt megoldoképlet: z; 2 = 5

Visszahelyettesitve 1 = 2 megoldas: 2+ 1=3=+/7+ 2,
mig x5 = —3 nem megoldas, —3+1 = —2, de /7 — 3 = 2 (hamis gydk!).
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Egy egyenlétlenség megoldasa

Egy x ismeretlenre felirt egyenlétlenség megoldasa azt jelenti, hogy ke-
ressiik az alap szamhalmaz azon részeit (rendszerint intervallumokat vagy
azok unidjat), melyekre az egyenl6tlenség teljesiil.

Példa. Oldjuk meg a |2z 4 3| > 5 egyenl&tlenséget a valés szamok halma-
zan.
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Egy egyenlétlenség megoldasa

Egy x ismeretlenre felirt egyenlétlenség megoldasa azt jelenti, hogy ke-
ressiik az alap szamhalmaz azon részeit (rendszerint intervallumokat vagy
azok unidjat), melyekre az egyenl6tlenség teljesiil.

Példa. Oldjuk meg a |2z 4 3| > 5 egyenl&tlenséget a valés szamok halma-
zan.

A |2z + 3| > 5 egyenl6tlenség pontosan azt jelenti, hogy

20 +3< -5 wvagy 2x+3>5
2z < —8 2x > 2

r<—4 r>1

Tehat a megoldashalmaz a (—oo, —4] U [1,00) intervallumok unigja.
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Allitasok szerkezete

Alap kijelentésekbdl képziink allitasokat a "nem™", "és", "vagy", "ha.

"akkor és csak akkor" logikai kapcsolatok segitségével.
Fontos jeldlések:

v - minden

3/ P - létezik/nem létezik

- - nem

AN/ VvV - ésfvagy

A= B - haA, akkor B

A<= B - A akkor és csak akkor B

- definial6 egyenl6ség (a bal oldalt
a jobb oldallal egyenléként értelmezziik)

Példa. Halmazok kiildnbségének definicidja logikai jelekkel leirva:
r€A\B< (r € A)A—(z € B)
vagy
A\ B :={x € Alx ¢ B}

.. akkor",
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Bizonyitasi médszerek

A direkt bizonyitasi eljaras soran a mar korabban bizonyitott vagy axi6-
makeént elfogadott megallapitasokbdl kiindulva helyes logikai kovetkezteté-
sekkel igazoljuk az allitdsunkat.

Az indirekt bizonyitas olyan eljaras, melynek soran feltessziik, hogy allita-
sunk nem igaz, és ebbdl kiindulva helyes logikai kévetkeztetéseket levonva
ellentmondashoz jutunk. Igy igazoljuk, hogy a kiindulasi feltevés téves volt,
azaz a bizonyitandé allitas helyes.
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Bizonyitasi médszerek

Példa (indirekt bizonyitas).

Allitas: végtelen sok primszam létezik.

Indirekt feltevés: véges sok prim létezik, pontosan k darab py,po, ..., k.

Ekkor tekintsilk a ¢ = p1-ps-...-pr + 1 szamot. Ez nem lehet prim, mert
az ellentmondana a feltevésnek. Ekkor viszont létezik osztéja, ami nem
P1,P2,--.,Pk. Ez szintén ellentmond a feltevésiinknek, hiszen akkor lenne
olyan primosztéja is, mely nincs az Gsszes prim kdzétt. Igy a feltevésiink
hamis volt, tehat az eredeti allitas igaz.
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Bizonyitasi médszerek

A teljes indukcid bizonyitasi médszerét a természetes szamok koziil vég-
telen sokra kimondott allitasok igazolasara hasznaljuk.

Az érvelésiink menete a kdvetkezé:

1. lgazoljuk n =0, vagy 1 stb. esetben (megfelel6en kicsi n-re) az
allitast,

2. tegyiik fel, hogy igaz n = N rogzitett szamra (indukcids feltevés)
igaz az allitas,

3. igazoljuk a rakovetkezé n = N + 1-re is,

igy az adott allitast belattuk minden n-re, mely nagyobb vagy egyenlé az
1. pontban igazolt esetnél.
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Bizonyitasi médszerek

Példa (teljes indukcio).
Bizonyitsuk be teljes indukciéval minden n € N természetes szamra, hogy

1
1+2+3+...+n=%.
Han=1 L la1
2
Tegyiik fel n = N-re igaz, azaz
N
1
Sok=TED T Gindukcios feetel)
k=1
Vizsgaljuk n = N + 1-re
N1 N
k=) k+(N+1) =
1 P (ind.felt.)
N(N +1 N(N+1)+2(N+1 N+1)(N+2
CNW D |y NV AN D) (N DIV £2),

2 2 2
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